DINAMIKA KONSTRUKCIJA

Univerzitet u Novom Sadu
Fakultet tehnickih nauka
Departman za gradevinarstvo i geodeziju
Katedra za konstrukcije
Prof. dr Andrija Raseta
Doc. dr Vladimir Zivaljevié¢



Literatura

= Dinamika konstrukcija, M. Causevic

= Dinamika gradevinskih konstrukcija, B. Cori¢, R. Salatié,
Gradevinska knjiga

= Dinamika diskretnih sistema, Odabrana poglavlja, Stanko Brcic
= Teorija oscilacija, Milos Koji¢, Milan Micunovic
= Teorija oscilacija, Bozidar Vujanovic

= Dynamics of Structures, Theory and Applications to Earthquake
Engineering, A. Chopra

= Dynamics of Structures, Ray W. Clough, Joseph Penzien




29.5.2026.

Dinamika konstrukcija 3

Broj stepeni slobode kretanja sistema

* Broj nezavisnih parametara (Dekartove koordinate, krivolinijske koordinate, uglovi,
itd.) koji u svakom trenutku vremena tokom kretanja jednoznac¢no odreduju
polozagj sistema u prostoru

[ ] [ 4 [ J [ ]
DI n a m IC kl m Od e II - Sistemi sa kontinualno rasporedenom masom (beskonacno mnogo stepeni
slobode kretanja, parcijalne difrencijalne jednacine)

Kontinualno
raspodeljene
mase

Krutost

» Sistemi sa diskretno rasporedenim masama, tj. sistemi sa masama koncentrisanim
u diskretnim tackama (konacan broj stepeni slobode kretanja, obicne
diferencijalne jednacine)

Diskretno raspodeljene Masa M

mase Mera inertnosti pri
translatornom kretanju

, (Maseni)
‘ _ moment inercije

Mera inertnosti pri

obrtanju
e L e
<—>
Proporcionalno masi (agm) a‘ E * ?
Viskozno prigusenje /
(Rayleigh-jevo prigusenje)
<>
1 MN—
| L

“ -/

Proporcionalno krutosti (a;k)
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Dinamicki modeli

DINAMICKA DEJSTVA se odlikuju promenom intenziteta u toku vremena pri kojem se uticaj nastalih inercijalnih sila
ne moze zanemariti pa je neophodno da se vrii dinamicka analiza odgovora sistema

Periodicno dejstvo Harmonijsko periodi¢no dejstvo Oscilatorno dejstvo
Ponavlja se u jednakim Amplituda sile se menja po Srednja vrednost harmonijskog
vremenskim intervalima harmonijskoj funkciji sinusa ili kosinusa periodicnog dejstva iznosi nula

Poseban slucaj periodicnog dejstva Ya0!

F(t) N bVF@)

14 T T T
T r T : L & =
Pole Tl ¥
. : Slucajna (stihijska, stohasticka) dejstva
ud dejstvo — Nagl t ;
Neha.rmgtujsko arno dejsive = Hagio none"o ) Kroz vreme se menja nepraviino
) perlc?dlcno Impuls Serija impulsa Aperiodicno dejstvo
dejstvo Ostaje duze  Deluje veoma Periodi¢no sF)
vreme kratko vreme promenljivo
F (J _. HF® F(y) F)
Tr

Dinamicko temperaturno dejstvo — npr. pri dejstvu pozara mogu sa se jave inercijane sile

Dinamicko pomeranje oslonaca — npr. pri dejstvu zemljotresa (proizvoljno pomeranje oslonaca)
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Dinamicki modeli

60 T T T T T T T
OJ\J\/\/\/_\

—-80

Displacement (cm)

0 5 10 15 Zj?ime (Zj 30 35 40 45 E ;
1 Fv(t) p
17.(0 " Harmonijska
——6 S ' sila
! ! Prinudno
e P ° eum L L
pomeranje osnove <> <> >
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Sistemi sa jednim stepenom slobode kretanja
SDOF (Single-Degree-Of-Freedom)

= Slobodne neprigusene vibracije (oscilacije) ]
= Staticki ugib opruge usled sile tezine  yg = mg/k n
= Veza izmedu koordinata glasi

3

_ masa m ... [masa ... kg]
n(t) = yse + y(¢) krutost k ... [sila/duZina ... N/m ... kg/s?]

= Jednacina dinamicCke ravnoteze
(D’ Alembert-ov princip; kretanje mase vertikalno na dole)

knttmn
mij(t) + kn(t) —mg =0 %
= Koristeci veze
ii(t) = y(t) mg = kyse = k(n(t) —y(t))
= dobija se diferencijalna jednacina kretanja slobodnih neprigusenih
vibracija

Komentar:
my(t) + ky(t) =0  Svaki mehanicki elasticni sistem vibrira (osciluje)
oko svog statiCki ravnoteznog polozaja




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Slobodne neprigusene vibracije
= Deljenjem diferencijalne jednacine sa m

MO+ kYO =0 /m O + 2y =0

= dobija se linearna homogena diferencijalna jednacina drugog reda sa
konstantnim koeficijentima k i m

y() + 0*y(t) =0

= gde je w svojstvena (ili prirodna) kruzna frekvencija (slobodnih neprigusenih)

vibracija m
rad m . 1 Komentar:
w =.k/m o ili " ili 3 w zavisi od k i m (prirodne

(fiziCke) karakteristike sistema)
= Opste resenje diferencijalne jednacine pretpostavlja se u obliku
y(t) = Asin(wt) + Bcos(wt)
= gde su A i B integracione konstante koje se odreduju iz pocCetnih uslova

y(0) =y 1 y(0) =y =y
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Slobodne neprigusene vibracije

= Unoseci opste resenje u pocCetne uslove odreduju se integracione
konstante

A=vy/w B =y,

= | dobija se konacna jednacina kretanja slobodnih neprigusenih vibracija

Komentar:
Dva harmonijska kretanja (jer su tfrigonometrijske

2 funkeiie | ) 8 A
__V . je istovremeno i harmonijske) koja imaju istu
-Y(t) — w Sln(wt) + yocos(wt) svojstvenu kruznu frekvenciju, a razliCite

amplitude
Pomeranje od xo0i vo bez prigusenja Ukupno pomeranje x(t) bez prigusenja
| = xocos(at) == * (vo/e)sin(ct) x[t]=xucus[mt]+[vu!m]5in[mgﬁ|

0.02

0.01-

-0.01+

-0.02-
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Slobodne neprigusene vibracije

= Opste resenje diferencijalne jednacine moze da se napise u funkciji
ugla a i amplitude vibracija € uvodeci nove integracione konstante,
umesto A i B, tako da vaze sledece veze

A = Ccos(a) i B = Csin(a)
= odnosno sled
y(t) = C(cos(wt)sin(a) + sin(wt)cos(a))

. Komentar:
y(t) = CSIn(a)t + a) Periodicno, harmonijsko, nepriguseno i
oscilatorno kretanje




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Slobodne neprigusene vibracije

= KoristeCi jednacine
y(t) = Asin(wt) + Bcos(wt)  y(t) = %sin(wt) + yocos(wt) A = Ccos(a) B = Csin(a)

= slede veze izmedu konstanti infegracije
= amplituda vibracija (najvece udaljenje od ravnoteznog polozaja)

2 Komentar:

Vo . .
— 2 2 _ _v 2 Elongacija je pomeranje u
C=vAs+B* = (w) + Yo proizvoljnom frenutku u odnosu

na ravnotezni polozaj
= faza vibracija (wt + a) ili fazni ugao

= ygao «a je fazna razlika (pocetna faza ili fazno pomeranje ili ugao faznog
pomeranja)

Komentari: B VoW

» Polozgj sinusoide na vremenskoj osi zavisi od tg (af) == —
konstante a/w (videti naredni slajd), tj. A UO
konstanta a pokazuje pomernje sinusoide duz A v
vremenske ose pa se zato naziva fazno cos(a) = = = ———
pomeranje ili ugao faznog pomeranja ¢ fwzyg + v2

« a predstavlja faznu razliku izmedu rezultujuceg
kretanja i kretanja odredenog delom y,cos(wt) _ B Yo

« Svakoj vrednosti tangensa odgovaraju dva sin(a) = -
ugla u granicama od 0 do 21 pa su ham za (%) + v
odredivanje fazne razlike potrebnisinus i

kosinus ugla



Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Slobodne neprigusene vibracije
= Period svojstvenih vibracija

_ (1+4i)m — 2a _
y = Csin(wt + a) = +C sin(wt;+a)=1=1¢; = > i=0123,..
. a m _a b5m _ - W
to=—Zt3s5 =-—gtoo bL=-ots-

o
sin (w ¢+ a)
>

Razlika izmedu trenutaka u kojima

se dostize amplituda istog znaka I = 8] N O u[
'& + p +l

= Svojstvena frekvencija

1 w @ 26 1
_— — - o !
f ==, y | r-I
. . Karakteristike
= Tehnicka frekvencija « Svojstvena kruina frekvencija w i svojstveni period
vibracija T ne zavise od pocetnih uslova i
n=60f = T [cik/min] predstavljaju nepromenljive karakteristike sistema

(fiziCke konstante; zavise od krutosti i mase
dinamickog sistema)

«  Amplituda € i fazna razlika a zavise od pocetnih
uslova



Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Slobodne neprigusene vibracije

= Kinematicka interpretacija kretanja

« TaCcka B se krece ravnomerno po krugu polupreCnika C (amplituda vibracija)
polazeci od polozaja By,

+ Pocetni polozaj tacke B je B, je odreden uglom « (fazna razlika ili pocetna faza).

+ Konstantna ugaona brzina obrtanjaja iznosi .

« U frenutku t ugao ¢ (faza vibracija) iznosi: ¢ = a + wt.

» Projekcija M tacke B se kre¢ce po zakonu y(1) = C sin(wt + ), tj. vrsi slobodno
harmonijsko kretanje.

» Koordinata y odreduje polozaj u datom vremenskom trenutku.

* Faza ¢ odreduje polozaj tacke u datom vremenskom trenutku i smer kretanja fj.
tacka M se krece ,,u desno" pri fazi ¢, a ,u levo" smeru pri fazi - .

« Ako se faze razlikuju za 21 smaftraju se jednakim.

+ Sobzirom daje ¢ = a + wt, kruzna frekvencija o moze se zvati i fazna brzina.

» Period vibracija T je vreme za koje tacka izvrsi punu oscilaciju, tj. vreme za koje
ponovo dode v istu fazu.

L Y (7)

%)
Analogija kruZznog i harmonijskog kretanja oot~ —— — — — — — 1
y(t) = 1;—Osin(wt) + yocos(wt) y(t) = vocos(wt) — wyesin(wt) / :w Y(f)o) ’/E_ )’_(0)_ S
... zatim kvadriramo y(t) i y(t)/w, pa ih saberemo i > - y()/ o
grupisemo uz (yy)? i (vo/w)?, vodediracuna da je — 3
sin(wt) + cos?(wt) = 1, dobjjamo jednadinu yoy: +| 7@
kruznice u sistemu y(t)/w i y(t) = — ®




29.5.2026. Dinamika konstrukcija 13

Sistemi sa jednim stepenom slobode

Krutost dinamickog modela

S =5,=85 (elastiCni otpor pri pomeranju mase)

(iste sile u sve
ri opruge S S S I. I. l - l
) )
o 5 +0,=0 wp2-5 o L 1,1 Wyl
- 'k] k] ku&"r k il k] k? i=1 k.‘
Serijska veza
Paralelna veza
(isto izduzenje Sl = k] a] 32 = k? ’ {52 S = kth 6
sve tri opruge)
N kj*0,+k, 0,=k, 0 = ky, =k tk,= k,

u
—
Ke12El/h  ke=ky+k,

u
— —

1

i

/ [ gk
h{ 125 % ke3E/E kekythy
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Slobodne prigusene vibracije

= Prigusenje se uvodi u proracun kao viskozno prigusenje
(proporcionalno brzini)

Viskozno prigusenje c ... [masa/vreme ... kg/s]

gl
Pl peteoveive
\\~\ _Ce-“ yD = Ty b
ok T =il B
. 1 ~o v <0
L
b7 7 A i arc tg v, < g
Yo _,..l\l/'-- 4 ) - =0
"N Ce® arctg v, > 0
A 4 ',,—“ '\v0>0
-’ 2n - 4 7 gy
] T, == T PP NP BT R oy P
e, M IR
yv
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

et

= Slobodne prigusene vibracije
= Jednacina dinamiCke ravnoteze (D’Alembert-ov princip)

mij(t) + cn(t) + kn(t) —mg = 0 e B
= Veza izmedu koordinata kn 4
n(t) = yse +y(t) il ,_y T
= Sila u opruzi Sila prigusenja Inercijalna sila
kn(t) = k(s +y(@)  cn(t) = cy(t) mij(t) = my(t)
c
= Uvodi se koeficijent prigusenja € = -

= i sada diferencijalna jednacina kretanja slobodnih prigusenih vibracija glasi

Komentar:

y(t) + 2£y + wzy =0 Linearna homogena diferencijaina jednadina

drugog reda sa konstantnim koeficijentima k, mic
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Slobodne prigusene vibracije
= ReSenje se frazi u obliku eksponencijalnih funkcija

y@) =e™ y(t) =re™ J)=r’e"
= pa se dobija karakteristiCna jednacina
r’+2er+w? =0
= sa sledecim reSenjem za eksponent r
T, =—&+e? — w?

= Sada opsti oblik resenja diferencijalne jednacine drugog reda ima
sledeci oblik

y(t) = Ae™t + Be'?!

= Priroda resenja zavisi od prigusenja i razlikuju se tri sluCaja
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Slobodne prigusene vibracije
= Prvisluéaj w3 = w? —e2 >0 (s<w)
= Malo ili podkriticno prigusenje - vobic¢ajen slucaj kod gradevinskih konstrukcija
ResSenja za r glase

T'l’z = —& i C()di

Sada resenje diferencijalne jednacine ima sledeci oblik
y(t) — e—et(/feiwdt + Ee—iwdt)

Primenom Euler-ovih obrazaca

e'? = cos(z) + isin(z) e = cos(z) — isin(z)

reSenje diferencijalne jednacine dobija oblik

y(t) = e ¥ (Asin(wyt) + Beos(wgyt))

PocCetni uslovi glase

y(0) =yo i y(0) =y =19
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Slobodne prigusene vibracije
= Prvisluéaj w3 = w? —e2 >0 (s<w)
= Malo ili podkriti€no prigusenje
= Primenom pocetnih uslova konacna jednacina kretanja glasi
Vo + €
y(8) = e (=L sin(w,t) + yocos(@at))
d

= Resenje diferencijalne jednacine, slicno kao i kod neprigusenih vibracija, moze
da se prikaze u obliku

y(t) = Ce 'sin(wyt + a)

—-(e 70 _
s (_‘ y| ¢
Komentari: 0. s vy 1

« Aperiodicno  kretanje jer se  vremenom 7 N L
maksimalna pomeranja od ravnoteznog polozaja <V \l/ ---- )
<
-el

smanjuju I
* Harmonijsko kretanje vibracionog/oscilatornog S Ce
karaktera jer je funkcija sinusa harmonijska, @
interval vremena koji prode izmedu dve susedne T = 2n
. . . . . e . . d — m
amplitude istog znaka uvek je isti i iznosi T4 pa se yi L d
zbog  ovoga naziva  joS i priguseno = "
vibraciono/oscilatorno kretanje

-
-
-

A
3



29.5.2026. Dinamika konstrukcija 19

Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Slobodne prigusene vibracije
= Prvisluéaj w3 = w? —e2 >0 (s<w)
= Malo ili podkriti€no prigusenje

= Amplituda Fazna razlika
Vo + €Y ? YoWd
Ce™¢t gdeje (= [[——=] +y? tg(a) = ———
Wy Yo Vo + €Yo

= Kruzna frekvencija prigusenih vibracija

2

3)
Wy = W 1—(5) = w+/1 — {?[rad/s]
= gdeje
= relativno prigusenje kriticno prigusenje
. € C c k 2k
Romentar: {=—= _ Chr = 2mw = 2m |— = 2Vkm = —
Bezdimenzijski w 2Mmao Cher m W

koeficijent prigusenja

(<1 (=1
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Slobodne prigusene vibracije
= Prvisluéaj w3 = w?—e2>0 ({<1)
= Malo ili podkriti€no prigusenje
= Period slobodnih prigusenih vibracija
= Traze se trenuci vriemena kada se javljaju amplitude vibracija sa istim predznakom

/[
sin(wgt; +a) =1 = wyt; = —a + (E +2mi) i=0,123,...

o= ——+>— t LA SR
0 — = — — - _ R —
wg 2wg 1 wg 2wy wg 0 wg 0 d
21T 2T Komentar:
ty =ty +2— =ty + 2Ty T; = —]s] T, > T iraste sa
Wq Wq povecanjem prigusenja

= Frekvencija slobodnih prigusenih vibracija

1
fa=7-= V1= ¢[Hz]
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Slobodne prigusene vibracije
= Prvisluéaj w3 = w?—e2>0 ({<1)
= Malo ili podkriti€no prigusenje
= Trenuci vremena kada se javljaju amplitude vibracija

t a+ - t a+ z +27T t+27‘[ to + T, +22T[ to + 2T,
0 d 2 d 1 d 2 d d 0 d 0 d 2 0 w4 0 a

= Vrednosti amplituda vibracija u trenucima vremena t, t;, to, ...

Vo = Ce—Sto VY1 = Ce—Stl — Ce—S(to+Td) Y, = Ce—Stz — Ce—e(to+2Td)

= Koli¢niciizmedu amplituda istog znaka

Yo _ jerg YO _ j2ery YO _ sery

Y1 Y2 Vs

= |z prethodnog se zakljuCuje sledece
= kolicnici dve uzastopne amplitude istog znaka su konstantni
= amplitude se umanjuju prema zakonu geometrijske progresije



Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Slobodne prigusene vibracije
= Prvisluéaj w3 = w?—e2>0 ({<1)

Malo ili podkriticno prigusenje

Logaritamski dekrement ili logaritamsko opadanje é (logaritam kolicnika dve
uzastopne amplitude istog znaka)

§ =1In(y1/y,) = In(e €1 Je~¢2) = In(ef(t2"t1)) = In(eTd) = T,

Vreme za koje se ostvari s ciklusa vibracija tg = tg + STy,

Koristeci prethodne veze dobija se sledeca zavisnost 6 = In(yo/vs) = s€Ty
_In(yo/ys) 6

S Td Td

Iz prethodnog izraza sledi €

Prethodni izraz moze da se iskoristi za merenje prigusenja na osnovu merenja
karakteristika konstrukcije

2T 2m( )

0 =Ty ={wT; =C(w

ol oo N e ey
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Slobodne prigusene vibracije

= Merenje relativng prigusenja ¢ u konstrukciji Meri se
= Ako je relativho prigusenje ¢ « 1 sledi x(1)
21 \\<’//7\
6 = =~ 21§ Pobudivanje — ’,ff Ry
v1=¢ sistema \N \ >\
i1 ’ﬁ \ f‘, 9
= Tacniji rezultat se dobija ako se >
medusobno podele amplitude <4 9
xilx;4;9dejej >3 ,\< A
1 Xl 'll<>,j L;.l><
6 =—In = 27 M
] Xi+j -
Yo _Xo 4 Xnot '
Xn X1 X Xn 1 X o)
= 6=—ln<—0)=2n6 = (=—
n Xn 21

Xo
ln<—>=6+8+---+5=n6

Xn

Merenjem se odreduje T,
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= Slobodne prigusene vibracije
= Malo ili podkriticno prigusenje

Dinamika konstrukcija

24

Sistemi sa jednim stepenom slobode

(<1

Relativno priguienje

« PeriodiTiT, (T <Ty) se vrio malo razlikuju za vobicajen nivo prigusenja
«  Amplituda se vrlo brzo prigusi

— ~ /
St Nivo naprezanja Vrsta konstrukcije et
)
a) Cevovodi i masinska oprema 0.01 - 0.02
: b) Zavarene konstrukcije, prethodno 0.02 - 0.05
Naprezanja napregnuti beton i armirani beton
¢ = 10% v =20% manja od 509? sa armaturom u obe zone preseka
> e Bt granice tecenja | ¢y Armirani beton sa dosta prslina 0.03 - 0.05
d) Celicne konstrukcije sa vijcima ili 0.05 - 0.07
22 zakivcima, drvene konstrukeije
a) Cevovodi i madinska oprema 0.02 - 0.03
' crill b) Zavarene konstrukcije i dobro 0.05 - 0.07
. prednapregnuti beton
Naprezanja ¢) Delimi¢no prednapregnuti beton 0.07 - 0.10
nesto manja od | ) Armirani beton 0.07 - 0.10
granice tecenja | o) Zakovane ili vijcima povezane 0.10 - 0.15
¢elicne konstrukcije, drvene
konstrukcije povezane zavrtnjima
f) Drvene konstrukcije povezane 0.15 - 0.20
zlebovima
Komentari:
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Slobodne prigusene vibracije
= DrugisluCaje=Cw>w=>7>1

= Nadkriti€no ili veliko prigusenje

= ReSenja karakteristicne jednacine

n=w(-{++{*-1)
2= oG + VD

= Opste reSenje glasi

y(t) _ Ae(—(h/ﬁ)wt + Be—((h/ﬁ)wt

= PocCetni uslovi

y(0) =y 1 y(0) =y =1y

Komentar:
Aperiodicno,
priguseno, nije
vibraciono/oscilatorno
kretanje sa

KN L\\ Be- V&) eksponencijalnim
Y / 5 opadanjem amplitude
B K i/v[, <0
J /\\ m‘i
arc tg v, <0 g
<
A
,"\Ae(‘C’\/ﬁ)‘“
.
yv

= Uvodenjem opsteg reSenja u pocetne uslove odreduju se integracione

konstante

A=V0+3’ow((+\/(2—1)

20472 — 1

B

_ TVt Yow(=¢+ V2 -1)
20372 — 1
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Slobodne prigusene vibracije
“Treéisluéaje,, =lw=w>7=1
= Kriti€no prigusenje

Resenja karakteristicne jednacine glase
"nz=—w

Opste resenje diferencijalne jednacine glasi

y(t) = (A + Bt)egkrt Komentar:
3 Aperiodi¢no, priguseno i
. nije vibraciono/oscilatorno
T kretanje

y(0) =yo 1 ¥(0) =yo = vg <0 Tl

Pocetni uslovi

Konacna jdnacina kretanja

o

y(t) = |yo + (Vo + €1 Yo)t|e Ekrt
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne prigusene vibracije — harmonijska sila
= Jednacina dinamiCke ravnoteze (D’Alembert-ov princip)
mij(t) + cn(t) + kn(t) —mg = F(t)
= Veza izmedu koordinata glasi

nt) =yse +y (@)
= odnosno jednacina dinamicke ravnoteze glasi
my(t) + cy(t) + ky(t) = F(t)
= Koeficijent prigusenja
C

€= om

= Diferencijalna jednacina prinudnih prigusenih
vibracija
. . 2 FO .
y(t) + 2ey + w°y = Esm(pt)

F, — amplituda sile
p — kruzna frekvencija sile




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne prigusene vibracije — harmonijska sila
= Opsti oblik reSenja diferencijalne jednacine kretanja glasi ({ < 1)
Comentart y(t) = yp + v, = e ¥ (4sin(wgt) + Beos(wgyt)) + Nysin(pt — @)

« Homogeni deo resenja se pretpostavlja kao i u sluCaju slobodnih prigusenih vibracija

+ Partikularni deo reSenja pretpostavlja da se prinudne prigusene vibracije vrie sa konstantnom amplitudom N, da je
njihova kruzna frekvencija identi¢na kruznoj frekvenciji p poremecajne sile i da postoji fazno kasnjenje ¢ pomeranja u
odnosu na poremecajnu silu

= |zvod po vremenu glasi
y(t) = —ee ¥ (Asin(wgt) + Beos(wgt)) + wge 5 (Acos(wgt) — Bsin(wyt)) + pNycos(pt — @)
= Primenom pocetnih uslova y(0) = y, i y(0) = v, sledi
y(0) =y9 = B + Npsin(—¢) = B = y; — Npsin(—¢)

1
y(0) = vy = —eB + wygA + pNycos(—¢) = A = 0 [vo + &yo — eNysin(—¢) — pNycos(—¢) |
d
= Smenom A i B u opste resenje sledi

e[ VotEYy | et . Ny . Tnr s :
yit)=e 5 sin(wgt) + yocos(wqgt) | —e Npsin(—g)cos(wgyt) + o [esin(—¢) + pcos(—¢)]sin(wyt) +:Npsm(pt - (p):
d d H

e o o o e o o e e e J
Slobodne prigusene vibracije usled Prigusene vibracije koje imaju kruznu Cisto prinudne vibracije koje
pocetnih uslova frekvenciju w, i rezultat su poremeéajne sile odreduju karakter kretanja
Prvi i drugi sabirak u resenju se kroz vreme brzo priguse Ustaljeni odgovor

Prolazni odgovor; Transient Response Steady-State Response



Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne prigusene vibracije — harmonijska sila
= Prolazni odgovor se brzo prigusi pa moze da se zanemari

i Komen’ror:. o .
y(t) = NpS]n(pt —_ (p) Partikularni deo reSenja je usvojen

da bude sinhron poremecajnoj sili

= gde je N, amplituda pomeranja i ¢ fazno kasnjenje pomeranja u odnosu nNa
poremecajnu silu (ugao fazne razlike)

= |zvodi po vremenu glase  y(t) = pNpcos(pt —¢)  j(t)= —p>Nysin(pt — ¢)

= UvrStavanjem prethodnih izraza u diferencijalnu jednacinu kretanja
sledi —pszsin(pt — @) + 2epNycos(pt — @) + szpsin(pt — @) = (Fy/m)sin(pt)
= odnosno nakon sredivanja

N, (wz — pz)(sin(pt)cos((p) — cos(pt)sin(@)) + 2epN, (cos(pt)cos(¢) + sin(pt)sin(e)) = (Fy/m)sin(pt)
[N, (w? — p?)cos(p) + 2epN,sin(p) — (Fy/m)]sin(pt) + [—N,(w? — p?)sin(p) + 2epN,cos(p)]cos(pt) = 0
= Prethodna trigonometrijska jednacina je zadovoljena ako je ispunjeno

F .
Ny (w? — p?)cos(9) + 2epNysin(p) = EO —Np(w? — p?)sin(p) + 2epNycos(p) = 0




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne prigusene vibracije — harmonijska sila

= Kvadriranjem i sabiranjem prethodne dve jednacine dobija se izraz za
odredivanje amplitude N Fo

P m\/(a)2 — p?)? + 4e2p?

= Ugao fazne razlike ¢ odreduje se na sledeci nacin

2
—N,(w? — p?)sin(p) + 2epNycos(p) = 0 /cos(p) = tg(e) = sz_ppz
= |Izraz za amplitudu pomeranja moze da se napise i na sledeci nacin
_k Fy _F _ N 2 N =N w? 1
M= m k@ T Mo PP T p2y2 1 de2p? Mot JA =122 + 422
p £ P
77:5 (:Z Np(st.)=?0
= Sada ustaljeni odgovor moze da se napise u sledecem obliku
sin(pt — ¢) 21
y) = Np(st.) tg(p) = 2
VA —92)? + 43292 1-1

= gdejen = p/w kolicnik izmedu kruzne frekvencije poremecajne sile i kruzne frekvencije
slobodnih neprigusenih vibracija (tkz. koeficijent poremecaja (frequency ratio))




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne prigusene vibracije — harmonijska sila

= |zmedu maksimalnog dinamickog i maksimalnog statickog odgovora
postoji odnos koji se naziva dinamicki koeficijent (dinamicki faktor;
dynamic factor) N 1
P _

Npst) /(1 — 022 + 40272

= Ako pretpostavimo da dinamicki koeficijent zavisi samo od promene n
(konstantno prigusenje {) extremnu vrednost dobijamo na slededi

A=

nacin
dA
d_ =0> Next = /1 — 2{2 (,Malo" pomereno ,u levu stranu” od n = 1)
n
= odnosno maksimum dinamickog koeficijenta glasi
1

Amax -
2¢J1 = {2

= Ekstremi dinamickog odgovora: Z;;,, = Zg o + AZ, p,




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne prigusene vibracije - harmonijska sila

Promena dinamic¢kog koeficijenta u zavisnosti od n ] | Dinamield koelicijent

i relativnog prigusenja ¢

+ U podruciju rezonancije sila prigusenja znacajno
utiCe na vrednost dinamickog koeficijenta

* Oblast velikih vrednosti dinamickog koeficijenta
freba izbegavati: 0.75 <n < 1.25

« 2(0,00,n) =1=>n=+2... 2(0,20,7) =1 =71 = 1,356

1
A2 + 407

1
3

180° ———

Promena ugla fazne razlike ¢ v zavisnosti od
kolicnika p/w i relativnog prigusenja ¢
» /a { = 0 fazna razlika ima vrednost nula ili 11 @ o =1

« Za n =1 sledi da je tgp = «, 1j. fazna razlika i
ima vrednost 11/2, odnosno sve krive na slici i O<gp<m
prolaze kroz tacku Ccija je apscisa n =1, a . _ l . .

ordinata ¢ = 90° i asimptotski se priblizavaju 0 I 2 3
pravcu ¢ = m 1
» UoCava se znatna promena fazne razlike ¢ 1a{=0 Ia{>0 Zal>0
uzonigdejen =~ 1 {0 n<1 {0<<P<7T/2 <1 Akojen>1
Q= =

U podruCiju rezonancije sile prigusenja /2 n=1 m/2 n=1 sledig<0
znacajno utiCu na vrednost fazne razlike T n>1 n/2<e<m n>1 @=¢+n
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

m Prlnudne prigusene vibracije — harmonijska sila
A Vek’rorskl prikaz my(t) + cy(t) + ky(t) = F(t)
F(t) = Fysin(pt) y(t) = Npsin(pt — ¢)
y(t) = pNycos(pt —¢)  J(O)= —p*Npsin(pt — ¢)
« Pomeranje ¥ kasni u odnosu na harmonijsku silu F(t) za ugao ¢
« Elasticna sila —ky uvek je suprotnog smera od pomeranja y
- Sila prigusenja —cy za 90° kasni iza pomeranja i uvek je
suprotnog smera od smera vektora brzine ;
- Inercijalna sila —m¥ je u fazi sa pomeranjem ¥ i ima suprotan
smer od smera vektora ubrzanja ;

0.Frs

—.10cH

é
j’, — _p y 0,060 -
0.04% A
(L1 N
Komentar: 0.5 p
> H HI LN \ 4 . t
) 1 3 i yl ( ntz)
—0.d5

Extrem moze da se javi i i bshoo o0og 10000 2
ystﬁud _state 1 tniz
y Y
—{L.G

1.
pre ustaljenog odgovora %%
—{L.1F75 Td Tsile




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne prigusene vibracije - harmonijska sila
= Drugi oblik... Ustaljeni odgovor
= Pretpostavimo partikularno resenje u sledecem obliku  komentar

. Kod prigusenih sistema odgovor
yp = CSlI’l(pt) + DCOS(pt) nije u fazi sa optere¢enjem pa je

potreban u resenju i kosinus

= Unoseciy, u ji(t) + 2ey + 0w’y = %sin(pt) sledi
F,
—Cp? sin(pt) — Dp? cos(pt) + 2¢w(Cpcos(pt) — Dpsin(pt)) + w?(Csin(pt) + Dcos(pt)) = Eosin(pt)
= Razvijanjem prethodnog izraza i grupisanjem Clanova uz sin(pt) i cos(pt) sledi

[C(a) — p?) — 2LwpD — —] sin(pt) + [2{wpC + D(w? — p?)] cos(pt) = O/ 1 (k = mw?;n = B)

w
F 1 —
= odnosno sledi -2 = D[2 n’
A = =% (1 D)2 + 47272
0 =C[2l] + D[1 - —21¢

k (1 —n?)? +4¢*n?
= Sada jednacina kretanja ustaljenog odgovoro ima ob|||<

_Fy 1
G CETDLETTE

- [(1 —9?)sin(pt) — 2ngcos(pt)]
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne prigusene vibracije - harmonijska sila
= Do prethodnog izraza moze da se dode polazedi od veze

y(t) = Npsin(pt — @) = Ny (sin(pt)cos(¢) — cos(pt)sin(¢p))

Komentari:
1 « /nak zavisi od kvadranta

. 2n¢ 1- T]Z
* 0< @ <m znak g, tj. tg(p) = —=

1
- cos(p) = =
V 1+ tgz (p) zavisi od znaka 1 — n? pa sleclzli;7 V 1+ tgz (p) \/(1 - ,’2)2 + 452772

*N<12>1-712>0=>0<¢p<mn/2
n>12>1-1n12<0=>n/2<¢p<m

cos(p) =+

Komentar: in(0) 2n¢
sin(@) = tg(p)cos(¢) « 0 < ¢ < 7 (sinus je pozitivan u sin(p) =
oba kvadranta) \/(1 —n?)? +4{?n?
1-— 772 27”( FO 1
y(t) =N ( Sin(pt) — Cos(pt) N, =—
P =) + 4 JA =122 + 4772 Pk Ja =D+ aley?
Komentar:
Fy 1 ,Problem* sa predznakom

>|(1 — n?)sin(pt) — 2n{cos(pt)] arctg(Z5) nestaje jer je faza
»,ugradena“ u kombinaciju
sinusa i kosinusa

T -7 + 4




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne vibracije — harmonijska sila
= Svojstva prinudnih vibracija

Amplituda ustaljenih vibracija ne zavisi od pocetnih uslova
Prinudne vibracije se ne amortizuju kroz vreme pri postojanju prigusenja

Frekvencija prinudnih vibracija jednaka je frekvenciji prinudne sile i ne zavisi od
karakteristika sistema koiji vibrira, tj. prinudna sila ,,namece” sistemu svoju
frekvenciju

Kod prinudnih vibracija promena rezima kretanja moze da se izvrsi promenom
osnovnih parametara sistema (masa, krutost, prigusenje)

Ako su kruzna frekvencija sile i svojstvena kruzna frekvencija sistema bliske (iste
ako nema prigusenja) nastupa stanje rezonancije. Maksimalni dinamicki
odgovor sistema izrazito je veci od maksimalnog statickog odgovora usled
harmonijske sile. Pomeranje se kontrolise prigusenjem, 1j. za razlicita prigusenja
bitno se razlikuje odgovor sistema

Pri maloj vrednosti amplitude prinudne sile mogu da nastanu veoma znacajne
prinudne vibracije ukoliko su frekvencija prinudne sile i svojstvena kruzna
frekvencija sistema bliske (iste ako nema prigusenja) zbog pojave rezonancije...

Pri velikoj vrednosti amplitude prinudne sile prinudne vibracije mogu da budu
vrlo male ako je kruzna frekvencija sile mnogo veca od svojstvene kruzne
frekvencije sistema...



Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne vibracije — harmonijska sila

= Svojstva prinudnih vibracija

= ... ako je kruzna frekvencija poremecajne sile mnogo veca u odnosu na kruznu
frekvenciju sistema (p >> w; brza promenas sile; plava tacka na slici) dinamicki
koeficijent tezi nuli. Amplituda prinudnih vibracija opada sa povecanjem odnosa
n=p/wzap>awizap>>cow tezinuliimanja je od amplitude pri statickom
dejstvu sile. Prigusenje ima veoma mali uticqj (za razliCita prigusenja pomeranje
je prakticno isto). Ovo je bitno svojstvo jer ukazuje na mogucnost da se prinudne
vibracije i pored dejstva sile odstrane. Pomeranje se kontrolise masom

= ... ako je kruzna frekvencija poremecajne sile mala u odnosu na kruznu
frekvenciju sistema (p << w; spora promena sile; crna tac¢ka na slici) dinamicki
koeficijent se priblizava jedinici. Amplituda prinudnih vibracija prakticno je
jednaka amplitudi usled maksimalnog statickog dejstva prinudne sile.
Prigusenje ima veoma mali uticqj " Dinamicki koeficjent
(za razliCita prigusenja pomeranje
je prakticno isto). Pomeranje se 15
kontrolise krutoséu

10




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne vibracije — harmonijska sila

Ako je @ ,priblizno isto” sa p (Nex = Rezonancija bez prigusenja - homogeni pocetni Rezonancija sa prigusenjem - homogeni pocetni
J1 —2¢2) ugao ¢ je praktiéno jednak /2 uslovi uslovi

. .. .o . Rezonancija bez prigusenja - homogeni pocetni — Rezonancija sa prigu$enjem - homogeni pocetni
za sva prigusenja i nastupa rezonancija pri = aslovi uslovi

kojoj pomeranje dostize  ekstremnu

: o ; 0.3 0.06
vrednost, tj. znacCagjnije je vecle od 0.2 0.04
statickog pomeranja  usled amplitude 0.1] 0.02] I ‘ J 1 1 I 1 I l l l \
poremecajne sile. Pomeranje se kontrolise 01 0 .l,lll‘l“!k l ' | | | | I it
prigusenjem. Oblast velikih vrednosti  -0.1; -0.02; ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ I I ! r , ’ ' ' ' ' it ‘
dinamickog koeficijenta 0.75 <n =p/w < -0.21 -0.04
1.25, tkz. podruéje rezonancije (freba  ~0-3 ~0.06
izbegavati)
Akojew >p
Podrhtavanje ?ﬂouliggjr?ce;onje ustaljenog odgovora Akoje © <p
Ako je @ ,blisko“ p bez prigusenja . . .. . . .
: P prigusen) Pomeranje ustalienog odgovora i sila Pomeranije ustalienog odgovora i sila
Podrhtavanje su istog smera su suprotnog smera
Ustaljeni odgovor - w > w_sile - x(t) L. )
0.08 —— Ustaljeni odgovor - w >w_sile Ustaljeni odgovor - w < w_sile - x(t)
0.06- = Zakon promene sile = Ustaljeni odgovor - w < w_sile
= Zakon promene sile
0.04; 0.015 n
“'"g' 0.010 f
~0.021 0.0054 '\ i

1" | T I |
| I | | 1 |
-0.04 0 - ! -
5 | 2
~0.06; -0.005: y , Y J
-0.08 -0.010- U U U
-0.015°
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne neprigusene vibracije - naglo naneta konstantna sila
= Naglo naneta sila moze da se predstavi Heaviside-ovom funkcijom

»

P(t)]
I:)O

1.0 za t> 0}

P(t) = PoH (1) H(t)z{o.o za t=0

= Diferencijalna jednacina kretanja

my(t) + ky(t) = P(t) = Py

= Nakon deljenja diferencijalne jednacine kretanja sa m i uvodenjem
izraza

v

|k P Pk
“= Im m_ km st

2

= dobija se diferencijalna jednacina kretanja

y(t) + w*y(t) = ygw?
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne neprigusene vibracije - naglo naneta konstantna sila
= Resenje diferencijalne jednacine kretanja trazi se u sledecem obliku

y(t) = Asin(wt) + Bcos(wt) + Y

= PoCetni uslovi glase y(0) =y, =0iy(0) =y, =v, =0
= Uvodenjem opsteg resenja u pocetne uslove odreduju se

integracione konstante ¢
B=-yx A=0 ] T
= Resenje glasi b NG RN W
2%
y(t) = ¥5:(1 — cos(wt)) LA O A
T = 2L
= Dinamicki faktor glasi : i :
y(®) Al
A(t) = = 1 — cos(wt)
Vst

= pri Cemu je maksimalna vrednost dinamickog faktora 24,4, = 2
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne prigusene ({ < 1) vibracije — naglo naneta konstantna
sila
= Diferencijalna jednacina kretanja

y(©) + 2wy + 0’y = 0’y
= Opste resSenje ima oblik

y(t) = Ce $®tsin(y/1 — (2wt + @) + yq
= PoCetni uslovi
yO0)=yo=0 y0)=yo=vo=0
= Unoseci opste reSenje u pocetne uslove odreduju se infegracione

konstante
Vst

sin(a)

y(t) = —lwCe™¢ @ tsin(y/1 — (ot + a) + /1 — (2wCe $®tcos(y/1 — (2wt + a)

y(t =0) =y + Csin(a) =0=C = —
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne prigusene ({ < 1) vibracije — naglo naneta konstantna
sila
= Unoseci opste resenje u pocCetne uslove odreduju se integracione

konstante
=0) = /1 — (2
y(t =0) = {wCsin(a) ++/1 — {?wCcos(a) = 0 = tg(a) = ! >7

sin(a) =1 —(? cos(a) =¢
Vst

-0

= Sada konacna jednacina kretanja ima oblik

—Jwt
sin(y/1 — (Pwt + a)

C=-

e

y(t)=y5t 1_\/1_—{2

= odnosno

y(t) = Pyh(t)




29.5.2026. Dinamika konstrukcija 43

Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne prigusene ({ < 1) vibracije — naglo naneta konstantna
sila )
= gde je h(f) udarni koeficijent h(t) = T 1-—

= Extremna vrednost udarnog koeficijenta h,,,,,

dh 1 e~Swt —
d(tt) =;h[€wsin(vl - ot +a) — tg(J1— Cat +a) = 1( ¢ tg(@) = 1 - Caot; = in
—J1—=C%wcos({/1 - Pwt+a)] =0 = i
‘ V1—-0w
- t=
{m
1 - > ‘\\ o e-g,wr
Rimax =E(1+e V1=¢7y e /’( 1-{_3)
= Dinamicki faktor o 5 A AR gt R e
menja se tokom vremena e P s ‘
( | ) A \ y‘(1+ e ™5 2)
A(t) = kh(t) Sl
2){"&': ...................................
v y(1)
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne neprigusene vibracije - uvticaj brzine porasta sile
= Diferencijalna jednacina kretanja F(t)t
t
— — <
F(t)=F 0 t<t 3

my + ky = F(t) :
Ft)=F, z0 t=>t i ;
I [
“Fazal:t<t, [
Fyt Fot
Yp = ?Ot— y(t) = Asin(wt) + Bcos(wt) + Fot—
1 1

= Primenom pocetnih uslova (y(0) =y, = 0; y(0) = y, = v, = 0) sledi

() = % (i B sin(wt))

tl wt1
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne neprigusene vibracije - uvticaj brzine porasta sile

“Faza2:t > t,
= Primenom pocetnih uslova

FO Sin((l)tl) . F
tY=—[1—-——"—"1-"22 t1) = 1 — cos(wt

y(tr) k( ot y(t2) = - (1 = cos(wt))
= na opste resenje

y(t) = Asin(wt) + Bcos(wt) + Y
= sledi

Fo 1 Fo 1
A= ?w_ (cos(wty) — 1) B = _Fa)_tl sin(wt;)

= 1., dobija se reSenje u obliku

F 1
y(t) = To{l + w_tl [sin(w(t —ty)) — Sin(wt)]}




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne neprigusene vibracije - uvticaj brzine porasta sile

= Maksimalno pomeranje zavisi od proizvoda wty, pri cemu je
= odnosno pri maloj vrednosti wt; porast sile je brz i obrnuto wty =

2T[t1
T

]

. . t ] = ] - e e .
Normalizovano pomeranje Y@ Ponasanje sistema:

Fo | Vst 3 w®/@do | )0 « Sistem vibrira oko
(vse =) je U funkciji S0 — statickog ravnoteznog
normalizovanog vremena t/T jer =~ | Lo ] polozaja sa svojstvenim
je wt = 2n(t/T). Ova funkcija z periodom T fokom rasta
zavisi od kolicnika t; /T % 1 3 35 4 3 0 1 2 3 4 silekaoitokom njenog

konstantnog dejstva
+ Akojey(t) =0 (2=
1,2,3, ...) sistem ne vibrira

)
o
S
=
1}
i
in
o
~
o |
I
s

Za manje vrednosti t, /T (,brz*
prirast sile) odgovor postaje
slican odgovoru pri naglo

—
f

u(®) / (ust)o

4 7 Z
nanetoj sili ] ] zat=t
T
Za veée vrednosti t, /T (,spor” L LAty <= Ymax = 2yse PO
prirast sile) dinamicka pomeranja i se sistem ponasa kao da
postaju bliska statickim, 1j. 2; ] je izZlozen naglo nanetoj
dinamicki efekti su mali & | ] sili
g * Lat; > 3T = Ymax = Vst
2 ! F B Y A W A ," e pa se sistem ponasa kao
1, 1 da je izlozen statiCkom
7 > A ——— A S " S— dejstvu sile




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne vibracije — naglo naneta konstantna sila — udar

= Udar padom ili spustanjem tereta

= ldealno plastican (1j. apsolutno ili potpuno neelastican) udar (nakon udara teret
i greda nastavljaju da se kreCu zajedno, tj. brzina na kraju udara je ista za teret |
deo grede u kontaktu sa teretom)

= U trenutku udara samo u tacki dodira brzina tereta i grede je ista, pri Cemu
ostale taCke grede imaju medusobno razliCite brzine pa se u analizi ne uzima
ukupna masa grede vec izvesna tzv. redukovana masa pri odredivanju brzine
nakon udara

= Greda je u stanju mirovanja pre udara

A’[2 @'——m

h

M, $
i B R

2 | . I

-«

L ‘ L J v
2 2 | Do ® o




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Prinudne vibracije — naglo naneta konstantna sila — udar

= Udar padom ili spustanjem tereta (plastican udar)
= Primenjuje se reSenje za naglo nanetu konstantnu silu
= Bez prigusenja. y(t) = %sin(wt) + yocos(wt) + % (1 — cos(wt))
= Sa prigusenjem (¢ < 1):

Vo + € F
y(t) = e‘“(o—yo sin(wgt) + ygcos(wyt)) + 11—
d

- E \/msin(\/ 1-Powt+a)

Brzina na pocetku udara je v (ako telo slobodno pada bez pocetne brzine i sa

zanemarenjem otopra vazduha sledi v = /2gh gde je h visina pada)

Kod idealno plasticnog udara vazi jednakost koliCine kretanja pre i posle udara
MZU = vO(Ml + MZ) = Vo = sz/(Ml + Mz)

= gde je M; masa grede u dinamickoj analizi (~1/2 ukupne mase grede), M, je masa
tereta koji ili pada ili se spusta i vy brzina neposredno nakon udara

Intenzitet naglo nanete sile Fo = M, g

Pomeranje se meri u odnosu na staticki ravnotezni polozaj neposredno pre
udara

U analizama se smatra se da je pocetno pomeranje yo, = 0

—{wt

Svojstvena kruzna frekvencija w = \/k/(Ml + M,)




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Kratkotrajni impuls — nagla promena brzine bez promene
polozaja

= Pri relativno dugom trajanju optrecenja t, (11 > 0,25T) maksimalno
pomeranje prvenstveno zavisi viemenske funkcije sile, a ne od frajanja
i odgovor sistema se odvija u fazi |

= Prirelativno kratkom trajanju opterecenja t, (t1 < 0,25T) maksimalno
pomeranje zavisi prvenstveno od od intenziteta impulsa, a ne od
njegovog oblika i odgovor ¢e se odvijati u fazi ll, tj. u tenutku nakon
prestanka dejstvasile

= Intenzitet impulsa I = F(t)dt
0

F(H) I

= Diferencijalna jednacina slobodnih
prigusenih vibracija
(hakon prestanka impulsa)
y(t) +2ey + w?y =0 )

= Resenje y(t) = Ce sin(w,t + a) fazal fazal

Y

Y
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Kratkotrajni impuls — nagla promena brzine bez promene

pOIOZGJG Komentar:
= Pocetni uslovi Promena vektora koliCine kretanja
za neki interval vriemena jednaka je
y(O) =0 i my(O) =my, = mvy = I impulsu sile koji dejstvuje na tu tacku

. . u tom intervalu
= |zraz za brzinu glasi

y(t) = Ce &t [—esin(wyt + a) + wycos(wyt + a)]
= Primenom pocetnih uslova odreduju se konstante
I I

Csinfa) =0=>a=0 Cwg=—=C=
m mwg

= Resenje glasi

y(t) =

e 5“tsin(wyt)
mawg

= odnosno ako nema prigusenja

I
y(t) = %sin(wt)
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Kratkotrajni impuls — nagla promena brzine bez promene
polozaja
= |zrazi

I
y(&) =——sin(wt)  ¥(O) =

e 5“tsin(wyt)
mawg

= mogu da se napisu na sledeci nacin

y(t) =1Ig(t)

= gde je uvedena oznaka za reagovanje sistema na jedini¢ni impuls

1
= bez priguienja t) = —sin(wt
priguien] g(t) — (wt)

- sapriguseniem  g(t) = e $“'sin(w 4t)

mwg;
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Proizvoljno promenljiva sila — Duhamel-ov integral

= Reagovanje sistema na dejstvo jediniCnog impuls moze da se prikaze
preko funkcije g(t)

= Dejstvo proizvoljno promenljivog opterecenja F(f) moze da se
predstavi kao niz impulsa

= U trenutku t deluje impuls I = F(t)At, a njegov uticaj u frenutku t moze
da se odredi proizvodom impulsa F(t)At sa funkcijom g(t — 1)

F(r)4 1

‘/ F(x)dtg(r-1)

-~
~

1 | dt | T [ -1 |
b ' s .|
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Proizvoljno promenljiva sila — Duhamel-ov integral

= Za linearno ponasanje sistema vazi superpozicija, pa dobijamo izraz za
ukupno pomeranje u sledecem obliku (integral konvolucije ili integral
superpozicije ili Duhamel-ov integral)
t

y(©) = j F()g(t 1) dr

0

= Ukoliko postoje pocetni uslovi jednacina kretanja glasi:
= bez prigusenja (¢ = 0)

t
y(t) = %sin(wt) + yocos(wt) + %j F(7)sin [w(t — 7)]dT
0

= sa prigusenjem (0 < ¢ < 1)

t
Vo + (w 1
y(t) = e~$0t (2 @Yo sin(wgt) + yocos(wyt)) + jF(r)e‘(“’(t‘T)sin [wy(t — 7)]dT
wq mwg
0




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Proizvoljno pomeranje osnove (zemljotres)
Napomena:
obelezavanje u =y li:‘ u

u

m —= M g

—e= I

1

—

]

SO ASORNNN

~C

'\.\M

o o e

= g

E%-"‘-.

= Inercijalna sila mjt je proporcionalna apsolutnom ubrzanju yt
= Sila prigusenja cy je proporcionalna relativnoj brzini y (unutrasnje

viskozno prigusenje)

= Sila elasticnog otpora koji pruza konstrukcija u pravcu kretanja mase

ky je proporcionalana relativnom pomeranju y

= Pomeranje konstrukcije kao krutog tela iznosi y, (pomeranje osnove)
= Efekti pomeranja osnove najcesce se uvode preko vremenskog zapisa

ubrzanja tla (akcelerogram)



Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Proizvoljno pomeranje osnove (zemljoires)
= Ukupno pomeranje u odnosu na pocetni polozaj (apsolutno
pomeranje mase) y* =y, +y
= Diferencijalna jednacina kretanja glasi
mit +c(y' —y,) +k(y'—y,) =0 m(y,+y)+cy+ky=0
= | nakon sredivanja sledi
my +cy + ky = —my, = pesr = y + 2{wy + 0’y = -y,

O @ > per(l) = —nll'l:Q(I)

TII7777 TII/777777777. Wz

ey 1ig(1)

Stationary base

= odnosno problem se svodi na prinudne prigusene vibracije sistema usled
proizvoljno promenljive sile p.;s = —my, (fzv. efektivna sila zemljotresa)

Komenftar:
Diferencijalna jednacina kretanja moze da se prikaze i na drugi nacin, tj. u sledecem obliku

myt + cyt + kyt = cy, + ky,
koji se, zbog toga sto se zemljotresno dejstvo obi€no zadaje u vidu akcelerograma, retko primenjuje




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Proizvoljno pomeranje osnove (zemljoires)
= Kod zemljotresnog dejstva uobicajeno je da se usvoje homogeni
pocetni uslovi i podkritiCno prigusenje (uobiCajeno za gradevinske
konstrukcije)

t
f F(D)e ®tDsin [wy(t — T)]dT

&) = —
Y\ = e,
0

= Resenje za proizvoljno promenljivu silu p.sr = —my, (efektivna sila
zemljotresa) moze da se odredi primenom Duhamel-ovog integrala

1 t
y(®) = = - [ 34(@e e sinfag(t - Dldz
0

= Integral moze da se odredi samo ako je dejstvo dato u analitiCkom
obliku i sa ,,dovoljno jednostavnom* funkcijom promene...
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Numericka integracija Duhamel-ovog integrala (zemljotres)

= ... za zemljotresno dejstvo (akcelerogram) prethodni uslov nije ispunjen
ako se posmatra Citava vremenska istorija
02 — T T T T T T T ]

0.1+ —

Pefr = _myg

acceleration [m/s/s]
o

0.1+

Stationary base

_02 1 I 1 ‘ 1 I 1 | 1 | 1
0 10 20 30 40 50 60

time [s]




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Numericka integracija Duhamel-ovog integrala (zemljotres)

= Ako se ubrzanje tla izmedu dva susedna snimljena podatka aproksimira pravom
linijom, a samim tim i promena opterecenja, moguce je resiti inegral iz prethodne
jednacine za zadati akcelerogram

fm‘ 7
/
7/
7/
(W O
for) 4 f Linearna promena opterecenja f
E | po intervalima At
f ! !
Zy 1 !
/ 1 '
V4 : '
P
- ’ —
0 T Tt
k—-——‘—-‘---—- —

= Analizirano vreme podeli se na vremenske intervale At (koji npr. odgovaraju
vremenskim intervalima snimljenih ubrzanja tla tokom zemljotresa)

= Nqgjbolje je za numericki proracun da je vremenska duzina intervala konstantna (ovo
odgovara akcelerogramu), mada moze biti i promenljiva

= PoCetno pomeranje i pocetna brzina za naredni interval odgovaraju pomeranju |
brzini na kraju prethodnog intervala
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Numericka integracija Duhamel-ovog integrala (zemljotres)

= Jednacine za pomeranje i brzinu mogu da se napisu na sledeci nacin

(indeks z — pocetak intervala; indeks k — kraj intervala; f — opterecenje
(f = —myyg))

vk = Af, + Bfiy + Cy, + Dy, ysz’fz-l'B’fk-l'C’yz-l'DIYZ

Vi = (F — ¢y — kyy)/m

1

2 2
A= {e-iwﬂt I(1 — 202 — CwAD)sin(wgAt) — ( ij’d + wdAt> cos(wdAt)l + ij)d}
1

2{wg wad}
— —{wAt 2\ 3
B = 7 dAt{e [ (1 —2¢%)sin(wy4t) + cos(wdAt)] + wyAt —

w

W 1
C = e~Swat [cos(wdAt) + c—sin(wdAt)l D = — e~ $@Atsin(w4At)
(OF] Wq
1
= {e ¢@2[({w + w?At)sin(wyAt) + wgdtcos(wqdt)] — wgy}
kwdAt

!

!

= [—e @At [Cwsin(wyAt) + wycos(waAt)] + wqy]
d

2

’ w - . w
C' = —— e $@sin(w,At) D' = e~Swat lcos(a)dAt) - C—sin(a)dAt)
(OF] Wq
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Numericka integracija Duhamel-ovog integrala

= Komentari:
= ReSenje moze da se primeni za proizvoljno promenljivo dinamicko dejstvo f
= Za zemljotresno dejstvo koristi se perr = —my,

= |lzraCunate vrednosti pomeranja tacne su za dejstvo sastavljeno od linearnih
sektora bez obzira na frajanje intervala At

= Trajanje intervala proracuna 4t, izmedu ostalog, diktira i opterecenje (bice
komentarisano kasnije)

= U opstem sluCaju tacnost rezultata se poboljsava skracivanjem frajanja intervala
proracuna At

= Posto se reSenje pomocu Duhamel-ovog integrala zasniva na superpoziciji
metoda se koristi samo za analizu u lineranom podrucju
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

Komentar:

Pretpostavkom o promeni neke veliCine (ubrzanja) tokom
intervala diferencijalnu jednacinu kretanja pretvaramo u
algebarsku i dobijamo resenja u diskretnim frenucima vremena

= Numericka integracija

= Newmark-ov postupak sa konstantnim (prosec¢nim) ubrzanjem

Integral brzine po intervalu 4t (4y) . i+1
; GAL gy Vit Vi, AL L Pretpostavka T T
Integral ubrzanja po intervalu At (Ay) Vit + 8y = yilt + == At N .p. ............
- - . . 1, . <
. . Vi tVi+1 _ . Vit Vi+1 2 . (F+7.) al
YVi+t1 = Vit TAt Yiv1 = Yi T yidt + TAt N 2 |
U Linearna P
promeng,.----""
4 4 omeng ;
Yi+1 = 7.5 Yit1—yi) ———yvi— Vi T =
)
At At x X
)'} — i (y. —_ y.) — iy — y Paraboli¢na 1T
1+1 At2 1+1 l At l l 1 pro_rr_w_e_n_q_,.-' :E
\) S
7 + ——
Mmﬁ = YVit1 =7 O —Y) — Vi At
At

Vier1r =Yi T >
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Numericka integracija
= Newmark-ov postupak sa konstantnim (prosec¢nim) ubrzanjem

4 4

Virr = 57 Wisa =¥ = 4 Vi = Vi . )
2 = MYip1 + Vi1 + KYiv1 = Fipq
Vit1 = A—t(J’i+1 —Yi) =V
U
4m 2c 4 . 2 .
AT k] Yit1 = Fipq + L‘—tz)’i oV +3’i]m + [A—tYi +)’i] c
- f
kyivi =f =2 YViy1 = A
- 4dm 2c _ 4 4
k="t Tk f=Fi+1+[Fyi+Atyl+yl]m+[A yl+yl]

Zamenjujuca krutost Zamenjujuce opterecenje
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Numericka integracija
= Newmark-ov postupak sa konstantnim (prosec¢nim) ubrzanjem
= Postupak proracuna

1) Zadato je pocetno pomeranje y(0) = y, i pocetna brzina y(0) = y, = v,

2) Na osnovu pocetnih uslova odreduje se pocetno ubrzanje iz izraza
Yo = (Fo —¢yo — kyo)/m

3) Ako je duZina intervala At konstantna zamenjujuca krutost k je konstantna i
odreduje se jednom na pocetku proracuna

4) Prora¢un zamenijuju¢eg opterecenja f
5) ProraCun pomeranja na kraju intervala y; 4
6) ProraCun brzine na kraju intervala y; .4

7) ProraCun ubrzanja na kraju intervala y;, 1 (iz numerickih razloga bolje je
primeniti izraz y;41 = (Fiy1 — ¢Yiz1 — kYiy1)/m)

Koraci proracuna 1 do 3(2) se obave jednom na pocetku, a koraci 4(3) do 7

ponavljaju se za svaki interval numeriCke integracije

Resenja se odreduju u trenucima vremena 04t, 14t, 24t, 34t, itd.
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Numericka integracija
= Komentari za tacnost i stabilnost metoda

= U opstem slucCaju uticaj greSaka kod stabilnin metoda moze da bude slican
uticaju prigusenja, tj. moze da produzava period i moze da smanjuje amplitudu

Average

\ »—acceleration /[,




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Numericka integracija
= Komentari za tacnost i stabilnost metoda

= Newmark-ov postupak sa konstantnim (prosecnim) ubrzanjem je numericki
bezuslovno stabilna metoda

= |skustvo pokazuje da je za odgovarajucu tacnost potrebbno usvaijiti

At < T/10

= gde je T svojstveni period vibracija

= Kod izbora trajanja intervala At treba uzeti u obzir i vriemenski tok dinamickog
opterecenja jer u proracun ulaze samo velicine opterecenja na granicama
izmedu intervala. Interval se bira na takav nacin da se promene (lomovi, vrhovi i
sl.) opterecenja podudaraju sa granicama intervala

= Kod zemljotresnog opterecenja, gde su vrednosti akcelerograma date obic¢no u
intervalima izmedu 0,005 s do 0,02 s, obi¢no se tajinterval uzima za interval
numericke integracije u prakticnim proracunima tako da su zadovoljeni
prethodni uslovi




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Spektar odgovora

Kod dimenzionisanja konstrukcije obicno nas zanimaju maksimalne velicine
odgovora sistema dok je vremenski tok odgovora od manjeg interesa

S ozirom na prethodno reCeno korisno je za praksu imati takav dijagram sa koga
moze odmah da se ocita velicina apsolutno maksimalnog odgovora za razlicite
konstrukcije

Takav dijagram se naziva Spektar odgovora (pod odgovorom se podrazumeva npr.
relativno pomeranje, relativna brzina, apsolutno ubrzanje, itd.)

Spektar prikazuje maksimalne veliCine odgovora za sisteme sa jednim stepenom
slobode kretanja za odredeno dejstvo (npr. zemljotres)

Na apscisi spektra obicno se nanosi svojstveni period oscilovanja ili svojstvena kruzna
frekvencija (neprigusene vibracije), a na ordinati maksimalna vrednost odgovora pa
se na taj nacin formira spektralna kriva za jedan nivo prigusenja

Za razlicite vrednosti prigusenja daju se razlicite spektralne krive

U spektru odgovora nema nikakvih informacija o vriemenskom trenutku u kome je
ostvarem maksimaln odgovor, a to pravi odredene probleme kod sistema sa vise
stepeni slobode (bice komentarisano kasnije)

Spektar odgovora vazi samo za ono opterecenje i prigusenje za koje je izracunat
Koristi se, izmedu ostalog, u dinamickoj analizi konstrukcija izlozenih zemljotresu
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Spektar odgovora

= Konstruisanje spekira za jedan akcelerogram i jedan nivo prigusenja

= Za zemljotresno dejstvo (proizvoljno promenljivo) spektar odgovora konstruise se
tako §to se odreduju pojedine vrednosti (tfaCke) na spektru primenom numericke

integracije
8 Odgovor (apsolutno ubrzanje mase)
Ekstrem
Q 59{ Apsolutna vrednost & 6.19 m/s?
0 5 10 15 20
~ 8
™
é 3 ; Ekstrem
) 1.82 m/s* Apsolutna vrednost
Akcelerogram = P
2 —> 30
- T,=1s 5 4
N @
E 0 . Numericka > C 5% —2—8 ‘ s
= integracija 0 5 10 15 20
:3;0 1 8
=2 + i
0 5 10 15 20
Time (s) — P T
T,=2s 4 1.03m/s? Ekstrem
" Apsolut dnost
c_ 5% _8 psolutna vrednos
d 0 5 10 15 20

Time (s)
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

Komentar:
Opisanim postupkom za odredivanje spektra
apsolutnog ubrzanja odreduju se i spekiri za bilo koji

= Spektar odgovora drugi odgovor
= Konstruisanje spekira za jedan akcelerogram i jedan nivo prigusenja

. 7
8 Odgovor (apsolutno ubrzanje mase) spekiar apsolutnog ubrzanja
4 ——
0 o o it (m/s?)
)
=1-7,=03s _4 Ekstrem _,f’ L Relativno prigusenje 5%
C=5% Apsolutna vrednost @ 6,19 m/s? === —_——— 5 . .
_ Ekstremi apsolutnog ubrzanja mase za
0 5 10 15 20 & odgovarajuce svojstvene periode T
Time (s) &
’ g
Ekstrem &Y
4| Apsolutna vrednost 1.82 m/s2 w 'S
N

=8

0 5 10
8 Time (s)
4
—> 0 = -
T =2g== —4 1,03 /g2 == o e o e e e
- 1 Ekstrem
g =5% : -8

R T L E R,
R § 1 .

J\f:ﬂ

"o

A

2 o ¢

Abs. accel. iif (m/s?)

Apsolutna l\;/rednost

IL Time (s)

e e ————————————————
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Spektar odgovora
= Spektri za jedan akcelerogram i vise razliCitin nivoa prigusenja

12

05 T T
e | —& =002
— ——0.05 10 F
£ g — o1 2
- € 8
@ = 10} E osf
] ) =
© © 2}
s 8 ©
g% K] £ osf
-— Qo
g » g
£ s °r @
8 = Z o4l
= 3 4 8
2 2 2 —& =0.02
e g 02t ——0.05
< 2k e
—0:1
L L L . . 0 L L L L L 00 L L L L
0.0 05 1.0 15 20 25 30 0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0
Time Period (sec) Time Period (sec) Time Period (sec)

= Spektri apsolutnog ubrzanja
za visSe akcelerograma
(plave linije), jedan nivo
prigusenja i njihov
prosecan spektar (crna linija)

Abs. accel. 7if (m/s?)
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Spektar odgovora

= Relativho pomeranje SDOF sistema usled zemljotresnog opterecenja je
dato Duhamel-ovim integralom

t
1 1
y(t) = —w—djyg(T)e_{“’(t_T) sinfwg(t —1)]dr = _a)_dD(t)
0

= gdeje t
D(t) = ing(r)e"(“’(t‘r)sin[a)d(t —1)]dt
0
= Relativna brzina (izvod po vremenu proizvoda funkcija pod

integralom) glasi y(t)

)
t |

t
1 1
y(t) = —(w (— w—d) f Vg (0)e~$@t=D sin[w,(t — 7)] dt — a)_dwd Of Vg (D)e $@t"Deos[wy (t — 1)]dT

t
J(©) = —Cwy(t) - j 5, (©)e 40D cos[wg(t — 1)]d
0



Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Spektar odgovora
= Apsolutno ubrzanje se odreduje na sledeci nacin
myt+cy+ky=0/-(1/m) §'4+2{wy+w?’y=0 y'=—-w?y—2{wy
= Spekiri odgovora predstavljaju maksimalne velicine odgovora
= Spektar relativnih pomeranja: Sa(T0, ) = [y, Tn, Dlmax (i 1e(Tn, O) = [u(t, Ty, Olimax)

= Spektar relativnih brzina: 5,(T,, ) = [y, Tn, O limax (il 126 (T, ) = [2t(t, T, ) lmax)
= Spektar apsolutnih ubrzanja: $.(T., O = [Vt Tn, Olmax  (11115(T5, ) = [i2*(t, Ty, O limax)

= U zemljotresnom inzenjerstvu obicno se umesto spekira apsolutnih
ubrzanja koristi spektar pseudo-ubrzanja

. . _ 2 ~ Komentar:
(yt — _wzy - Ziwy) Spa = w Sd Spa — Sa Kada nema prigusenja Sy, = S,

= U zemljotresnom inzenjerstvu obiCno se umesto spektra relativnih
brzina koristi spektar pseudo-brzina (videti naredni slajd)

Spv = W Sd Spv =~ Sv Komentar:

Kada nema prigusenja S, nije jednako sa S,




Sistemi sa jednim stepenom slobode

Komentar:
Zbog male razlike u veliCini perioda (kruznih frekvencija)
= Spektar odgovorq prigusenih i nepriguienih vibracija (0,0 < Z < 0,2) za uobicajene
gradevinske konstrukcije usvaja se wg = w
t t
Za¢=0 wy(t) =— j Vo(@sinfw(t —1)]dr  y(t) = — j Vg (1) cos[w(t — T)]dT
0 0

= wy(t) i y(t) se razlikuju samo za Clan sin(...) i cos(...), a amplitude su iste
pa se usvaja S, = wSy = S,

Komentar:
Slobodne vibracije bez prigusenja; Sistem je konzervativan

Potencijalna energija: E, = (1/2)ky?; Kineticka energija: E, = (1/2)mv?

Ukupna mehanicka energija je konstantna tokom kretanja

E = E, + E, = const. (Zakon o odrzanju fotalne mehaniCke energije) Ex max Ep max
Kada sistem prolazi kroz polozaj ravnoteze:
Ep =0iE= Ek,max = (1/2)mvr%mx = (1/2)171551,

0

Kada sistem zauzima , krajnji* polozaj

E = Epmax = (1/2)kthax = (1/2)kS3 1 E = 0 VWA, —
Zakon o odrzanju totalne mehanicke energije <

Epmax = Exmax = (1/2)k$§ = (1/2)m51§v = Spy = WSy
Veza vazi za slobodne vibracije bez prigusenja, a ne za prinudne vibracije usled py sa prigusenjem pa je Sy, =
S, (videti izraz za relativnu brzinu)

A 4
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Spektar odgovora

= Spektar relativnih pomeranja S, (iliS; =D, D = u,) spekiar relativnin pomeranja
D =u, = [u(t, Tp, O lmax
(b)
(©

10+

|u(®) - relativno pomeranje mase
0] 20
7,=0.5sec
{=2%
Ak | . ,I, T
celerogram i, (t) L s
0 4 (ﬁ) // . E
o o Th=1sec 3
= 20
:':“ 0 Numericka =~ £=2% 10 s
= integracija i Q - ~
F-1 N =)
s\\\ B Usl
-0.4- . . . . . . . ] sI B
0 10 20 30 4 T,=2sec 0 o
Time, sec {=2% 1
; 100 747 | | 0 , ,
0 10 20 30 0 1 2 3
Time, sec Th. seC

= Sa ili bez prigusenja

= Za ekstremno kratke svojstvene periode D tezi nuli (ekstremno krut sistem; T - 0; masa
se pomera isto kao i tlo zbog krutog sistema; ukupno (totalno ili apsolutno) pomeranje
mase iznosiu® =usz +u—-ugjeru—->0;u—-0=>u,>0=D - 0)

= Za ekstremno duge svojstvene periode D tezi ugy, (ekstremno fleksibilan sistem; T — oo;

tlo se pomera, a masa se ne pomera, tj. ukupno pomeranje mase tezi nuliu® = u, +
u->0>u-> —u; > u, > ug, =D - uy,)
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Spektar odgovora

= U zemljotresnom inzenjerstvu obicno se umesto spektra relativnih
brzina i spekira apsolutnih ubrzanja koriste spektri pseudo-brzine i
pseudo-ubrzanja. U imenima se koristi izraz ,,pseudo” da se naglasi da
ovi spekiri nisu isto Sto i spekitri relativnin brzina i apsolutnih ubrzanja

= Spektar pseudo-brzine §,,,

Spo = 0Sq =28y (liSy, =V, V=wD=2D)

= Za periode i prigusenja kod uobicajenih gradevinskih konstrukcija vazi
Spv =8, (IIV = 1,)
= lzraz V = wD vazi za slobodne vibracije bez prigusenja

" Uext = Up = D, Uexy = Up = WD =V
= Pseudo-brzina (tangencijalna brzina)




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Spektar odgovora
= Spektar pseudo-brzine S, = wS, = (2n/T)Sq4 (IliV = wD = (2r/T)D)

= Razlike izmedu spektara relativne brzine i pseudo-brzine zavise od perioda
vibracija T i prigusenja
= Za duge periode T pseudo-brzina je mnogo manja od ekstrema relativne brzine jer: 1)
ekstrem relativne brzine tezi ekstremu brzine tla i 2) pseudo-brzina tezi nuli

= 1) Ekstremno fleksibilan sistem; T — o0; masa se ne pomera; tlo se pomera

= Ukupno pomeranje mase tezi nuli, a sastoji se od pomeranja tla i relativnog
pomeranja mase, 1j. ut = u; + u - 0, pa sledi u » —uy; = u, = ugy,, 0ANOSNO
D - ug,)

= Ukupna brzina mase tezi nuli, a sastoji se od brzine tla i relativne brzine mase
(ut = u, +u - 0), pa sledi da ekstrem relativne brzine mase tezi ekstremu
brzine tla (i —» =i, = 11, = 1y,)
= 2) Ekstremno fleksibilan sistem; T — oo; V = TZ—”D >y, =0

—00 T—- oo

= Za kratke svojstvene periode pseudo-brzina ima vece vrednosti, a za srednje i duge
periode ima manje vrednosti od ekstrema relativne brzine

= Ako ¢ raste razlika izmedu pseudo-brzine i relativhe brzine raste. Za { = 0 izmedu
pseudo-brzine i relativne brzine nije postignuta potpuna jednakost jer je u izrazu wu(t)
sinus, a U u(t) kosinus. Najmanja razlika je za sistem bez prigusenja
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Spektar odgovora

= Spekiar pseudo-brzine
“ Sppi S, (Vi)
= Karakteristike

Jedan akcelerogram (¢ = 0,02)

-
o
T

Velocity Spectra (m/sec)
o
[4)]
T

Spv ~ Sy (V ~ uo) — =
0.0 i

—8

pv
| 1 | L | 1 1 L |

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
Time Period (sec)
Komentari

» Postoje ,vidljive" razlike u oblasti srednijin i
dugih perioda

» Za uobicajene vrednosti prigusenja ,,male* su
razlike za kratke i srednje periode

3
(=01 (a)
Relative velocity u,
e
.:=D
5
5
= 1+
V-0
| sporije od
u, - 0_== V-0
4 = ‘.I 1 1l | 1 hI-I-
\ (b)
34 "-.\_3V > u,
LA =02
£ 2 Jif ) £=0.1
= U .
‘\“"'HJ‘:?;KL. ‘V%qu V-0
: ( - _:\:r'*--._: ‘:v‘ﬂv"v\' U. > U
—§=0—|-> \-"\_:::V<u0 0
. . lik -
0 1 1 |||n||a‘llman!arlazlllellll 1 L1 | ¥|‘-|~|__
0.02 0.1 1 10 50
T-0 T, sec T - o©

go



Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Spektar odgovora

= Spektar pseudo-ubrzanja S,
(apsolutno ubrzanje mase it = —w?u — 2{wit)

Spa = W?Sq = 2w/T)*Sy = wSy, (il Spy = A, A= w?D = (2n/T)*D = wV)
= Za periode i prigusenja kod uobicajenih gradevinskih konstrukcija vazi
Spa = Sq (llA= i)
= Ako nema prigusenja (¢ = 0) pseudo-ubrzanje i apsolutno ubrzanje mase su

jednaki, 1j. iit = —w?u — 2{wt = —w?u = il = w?u, = w?D = A
= Ako ima prigusenja razlika izmedu pseudo-ubrzanja i apsolutnih ubrzanja mase
raste sa porastom prigusenja zbog sve veceg uticaja ¢lana —2¢wu
= Za kratke periode A - iit, a za duge periode A < i
= Ekstremno krut sistem; T — 0; iif, = iigo; A = g,

= Extremno fleksibilan sistem; T — oo; il - 0;
A= @n/(T ~ ®))2D - /(T - ))?ug, - 0;

A opada brze od iif
= Pseudo-ubrzanje (radijalno ubrzanje)
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Spektar odgovora

3
= Spektar pseudo-ubrzanja (=01 @
. . . ot i Acceleration 1
= Spai8q (ili AiiLy) i
o = 5 L Razlika je v €lanu —2{wu
" Kara kTeﬂSTl ke = Pseudo-acceleration 4
:;:a
= 1
A > il > g,
A-0
JedOn Okcelerogrcm (Z == 0,02) 2 Lol 1 [ | 1 Lo T . L brie od
— T v T T T y T T T T it
% ® | U0
72 —
:E: > i A =it
= 12 T Yo
3 A - i} Ei—”‘
‘%' ::f‘ﬁ 1 s AT AT s A T .—--.—:-_.:: AT T.:-G/ ——————
i N =
: - : i SR G
© o .
5 I w. |A <t
3 §=0-2/9\ ~
0 | 1 | 1 | L | 1 | 1
B 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 20 3.0 ™
Timeperiod(sec) 0 Lol 1 R 1 Lo vl 1 L
Komentar 0.02 01 1 10 50

* Prakticno su medusobno jednaki T-0 T,, sec T — oo
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Spektar odgovora

»Ekstremno krut sistem* +Ekstremno fleksibilan sistem®”
0.4 T =0 101 T — oo
0 @ ; . . @
04 fig = 0.319g ] \/\/ \’\J/’\/\’J\\/ t—o

. ot —
. -10- ugo=84 1.11
Tn=002sec, {=002 4y
0.4 T, =30 sec, { = 0.02
=10 1 3 =

—
° ; il TN WV N ¥

'—ln-ll e Y i {b) (f)
04 i, = 0.321g “g | W \Vi \\/

10- U, =823 1n.
01 02 03 0
Time, sec

w,g

u, in
(=]

-0.4

04 A= 0_321g

o 1 2 3 4 5 6 7
Time, sec
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Spektar odgovora

. S, S, . S S
Relative displacement, |JE(I)| =S, =— == = = = =
= Dy @y ®, @,
. ' -y S& SPE
Relative velocity. \x(r}\ = 0,8 =8, =— =5, =
max @n UO
Absolute acceleration. jfa(f)‘m = S, =@y S, =8 =S, | =S, )

(* It =0 these relations are exact and the sign = is validupto 0<2 <0.2)
= Spektri pseudobrzine i pseudoubrzanja su proporcionalni maksimalnoj
potencijalnoj energiji i maksimalnoj unutrasnjoj sili (maksimalnoj
seizmicCkoj sili) u elasticnoj konstrukciji
S 1

2
1 1 1
Ep,max = Ekl}Il%nax = Eksé = Ek (%) = EmSﬁv Smax = klYlmax = kSq = meSd = mSpa

Komentari:

|z spekira relativnih pomeranja odreduje se maksimum relativnih pomeranja
|z spekira pseudo-brzine odreduje se maksimalna potencijalna energija

» Iz spektra pseudo-ubrzanja se odreduje maksimalna seizmicka sila



29.5.2026. Dinamika konstrukcija

81

Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Spektar odgovora
= Primena

1 >

Odredi se spektar odgovora (npr.
pseudo-ubrzanja) za jedan
akcelerogram i vise razlicitih nivoa
prigusenja numerickim postupkom

T 4 T L T e T » T
—E£ =002
——0.05
—0.1 .

Acceleration S

o
. —

0.0 0. T 1.0 15 20 25 3.0
Time Period (sec)
S p——

2

Analizira se sistem sa
jednim stepenom
slobode.

Odredivanje perioda
slobodnih neprigusenih
vibracija T

m,k,

v Stationary base

_>4

Odredi se seizmicka sila
Sext = i"lSpa

5

Staticka analiza usled
seizmicCke sile i odredivanje
ekstremnog odgovora

Sext = i"lSpa

3

Odredi se pseudo-
ubrzanje S, (T, )

Stationary base



Sistemi sa jednim stepenom slobode

V=wD A .. T 2
"l L oveeD ili ~24=v="D
A=w,D @, 2 T,

- Spek-l-qr OngVOI’CI logV =log(T,)+1log(A/(2x)) i logV =—log(T,)+log(2xD)

= Tripartitni (logaritamski) spektar (D-V-A spektar)

= Moguce je tri spekira prikazati na jednom grafiku (pseudoubrzanje A,
pseudobrzina V i relativno pomeranje D)

= Logaritamski prikaz pseudobrzine daje zajednicki (tripartitni) spektar

V £ 4
A=27V /T, =A 2 O
~ V.\
log % —logV —log T, 100 100
A
log V = log Tn+|og% 10 10 o,
\§ <
1 T 1 22 l
~ = i)
D=T,V/2r=D N
log27 D =log V + log T,
log V = log 27 D — log T, 1 10 100 1 10 100

In the log-log plane straight lines at —45°

In the log-log plane straight lines at 45°
are characterized by a constant value of D

are characterized by a constant value of A
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Spektar odgovora
= D-V-A spektar

¢ = 0.00,0.02,0.05,0.10,0.20

H)(]_ T YT T T T
50 S
20 }
10k
- [+
a
‘V-:‘
Vin's  $ =
=
z
k-
3 s
- =
k|
Q
2
| o
05
10 - ' Dot A

0,02 0,05 0, 0,2 0,5 I 2 s 10 20 S0

Lo Natural vibration period T, sec



Sistemi sa jednim stepenom slobode

+OBICNE" (srednje krute) KONSTRUKCIJE

:C
« Srednji svojstveni periodi se poklapaju sa predominantnim (-
periodama vibracija tla >8
m » Vrednosti se nalaze priblizno izmedu ~0,5-3,0s c
S pektqr Od g ovora » Najvazniji parametar brzina (energija zavisi od brzine) S
» NajviSe energije se unosi sa svojstvenim periodama koje =
= D-V-A Spektar se poklapaju sa predominantnim periodama vibracija tla 1
« VELOCITY-SENSITIVE REGION v .
—
. spectratlResions FLEKSIBILNE* KONSTRUKCIJE
- CFenTpeTedivioTaca < Aceclenion Lo Depheanal_—> . Dugi svojstveni periodi (> ~ 3,0 s)
-5 sensitive sensitive sensifive ’
by 0’5. s) W [P YR R R + Relativno pomeranije je priblizno
+ Ubrzanje konstrukcije je priblizno F AR T T S orcraniu o
L rzoniu fla 5t » Najvazniji parametar je

* Najvazniji parametar ubrzanje
* Maksimalno ubrzanje tla je u
dobroj korelaciji sa stefom

pomeranje
» DISPLACEMENT-SENSITIVE REGION

+ ACCELERATION-SENSITIVE REGION 1f
=0 Ekstrem
02 =
= = 8
: O 0.1 o :T
Ekstrem 38 b 005 b

(-

T cC M
Mo 008 o0 0T ez o5 T 2 s o 2 so

' R " Tsec _ _ |

Komentar:
Od odnosa vi/a; (Vimax/Amax) ZOVisi poCetak dela spekira
sa konstantnim pseudobrzinama




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Projektni spektar odgovora

= Kod projektovanja gradevinskih konstrukcija nemamo tacne podatke
o buducem zemljotresu...

= ... pa se ne koristi spektar odgovora za odredeni zemljotres, vec se
koristi projektni spektar (definisan u propisima) koji se odreduje
probabilistiCkim pristupom na osnovu vec dogodenih zemljotresa

= ObiCcno se zadaje u obliku spekira pseudo-ubrzanja za razliCite
kategorije fla i nivoe prigusenja

= Treba da odrazava karakteristike zemljotresa koji se dogadaju na
podrucCju za koje vazi

= Prema SRPS EN 1998-1 osnovni nacin za prikazivanje zemljotresnog
dejstva je spektar odgovora. Alternativan nacin za prikazivanje
zemljotresnog dejstva je preko vremenske istorije ubrzanja tla i
povezanih velicing, t1j. brzine i pomeranja




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Spektar odgovora — SRPS EN 1998-1 i SRPS EN 1998-1/NA

= Spektar odgovora za horizontalan pravac (tip 1) — elasticnha staticka

analiza Spektar odgovora za elasti¢nu staticku analizu

(Pseudo-) Ubrzanje

»Horizontalni elasti¢ni spektar odgovora“ (Pseudo-) Spekiralno ubrzanje Ms > 5.5

S./ag
0ST=<Tg:ST) =au's°l:1+rl'(q'2!5_1)] 25Sn
B

TeSTS To: So(T) = ag°812,5

; < S
TeS TS Tyt S(T) = a,5n-2,5 [?c] @
s 3 - = si— _.._C_..._ SR —
Tos T<ds: S(T) = a; 52,5 C12 )
pST=S4s:5(T)=agSn2 =) , A
gde je : - -
iéni Te Te To T \ \
S.(T) elasti¢ni spektar odgovora 1 S
T period vibracija linearnog sistema sa jednim stepenom slobode \}h
ag projektno ubrzanje tla za tlo tipa A (ag = #-agr) \_%
Ts donja granica perioda u oblasti sa konstantnim spektralnim ubrzanjem 0— — ]

Te gornja granica perioda u oblasti sa konstantnim spektralnim ubrzanjem T(s)
Tp vrednost perioda koja definiSe pocetak oblasti spekira sa konstantnim Slika 3.2: Preporucen ti 1 elasticnod spekira odaovora za katedoriie
s ?:ﬂg:ﬂ;om pomeranja u spektru - tlag doE (S‘yfpriguéenja)g g I itk
n faktor korekcije priguenja sa referentnom vredno3¢éu 7 =1 za viskozno

prigusenje od 5%, videti (3) ovog ¢lana.

0 1

~

3




29.5.2026.

Dinamika konstrukcija

Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Spektar odgovora — SRPS EN 1998-1 i SRPS EN 1998-1/NA
= Spektar odgovora za horizontalan pravac (tip 3) — elastiCna staticka

analiza

»Horizontalni elasti¢ni spektar odgovora*

¢

0ST<T,:S,(T)=a,S 1+T1(2,75q-1)

B

: 8.(T)=2,75a,8n

E

: 8.(T)=2,75a,5n -fﬁ

. 5.(r)- 2‘75(1gSr][

TC TD
T 2

|

¥4

S

Ts) —_—

2 Maaspqn rismsnss inacpa Twss

Fil

a2

Tabela 3.1: Klasifikacija tla

i na povrsini
Depoziti vrio gustog peska, Sljunka il vrio | |

krute gline, debljine barem nekolko dese-
8 tina metara, sa povecanjem mehanickih | So0 - 800 | >50
osobina sa dubil

— —
Kate“g:rua Opis geologkog profila Parametri
o | T Vex | Neer C,
(mis) _|(udarci{30em) (kPa)
Stena ili stenska geoloska formacija,
A ukljuzujuéi najvise 5m slabijeg materijala > 800 -

> 250

| Duboki depoziti gustog ili srednje gustog
c peska, 8ljunka ili krute gline, sa debljinama | 180 - 360
od nekoliko d do vise stotina metara
| Depoziti slabo-do-srednije nekohezivnog tia
D (sa ili bez mekih kohezivnih slojeva) ili ' <180 <15
dominantno meko-do-&vrsto kohezivno tio

15-50

Tlo &iji se profil sastoji iz aluvijalnog sloja
sa vrednostima v, za Tip C ili D i sa
debljinom koja varira izmedu oko 5m i 20m,

E

ispod kojeg je kruce tlo sa v, > 800 m/s |
—I Depoziti koji se sastoje ili sadrZe sloj od
s1 barem 10 m debljine mekih glina/mulja sa
visokim indeksom plastiénosti (Pl > 40) i sa
_ | visokim sadrZajem vode
| Depoziti likvefabilnog tia, sastavijenin od |
52 osetijivih glina ili od bilo kog drugog profila
tla koji nije ukljuéen u Tipove A-E il 81

<100 |

70-250

<70

Tabela 3.2: Vrednosti parametara kojfi opisuju preporuéen
tip 1 elastiénog spektra odgovora

EX)

Kategorija tla S Ts (s) _Tc(s) To(s)
A 1,0 0,15 04 2,0
B 1.2 0,15 0.5 20
[+ 1,15 0,20 0,6 2,0
D 1,35 0,20 08 2,0
E 14 0,15 0,5 2,0

Tadena NA 3.1 — BpenHocTH HapaMeTapa KojH OIHUCYjy IpenopydeHH THI 3
€JIACTHYHOI CIIeKTpa 0AroBopa

KaTteropuje 112 N T5(5) Tc(s) Tp(s)
A 1.0 0,07 0,7 3,0
B 1,1 0,07 0,7 3,0
C 1,05 0,07 0,7 3,0
D 1,25 0,10 0,8 3,0
E 1.3 0,10 0,8 3,0




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Spektar odgovora — SRPS EN 1998-1 i SRPS EN 1998-1/NA
= Spektar odgovora za vertikalan pravac - elastiCna staticka analiza

»Vertikalni elasticni spektar odgovora“

0STSTs:Sw(N= avg-[1+TL-(q-3,o—1)}
B

Spektar odgovora za elasticnu

Te STS Tc: Sve(T) = ayy'n-3,0 staticku analizu
(Pseudo-) Ubrzanje

T, (Pseudo-) Spektralno ubrzanje
TcSTSTp:Sw(l)= avg-n-a,o-[?c]

TeTp
ThST<4s: Sve(n = avg"l'3,0' 2 Tatena NA 3.3 — Ilpenopy1ieHe BpeIHOCTH NMapaMeTapa Koji Te(pHHNILY

T ‘ BePTHKAJIAH CIIEKTap 0AT0BOPa
CnekTap Aygldly 15 (s) Tc (s) 1p(s)
Tum 1 0.90 0,05 0,15 1,0

Tun 3 0.70 0,03 0,32 3.0




Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Projekini spektar odgovora — SRPS EN 1998-1 i SRPS EN 1998-
1/NA

= Projektni spektar odgovora za horizontalan pravac za elasticnu
staticku analizu »Projektni spektar za elasticnu analizu”

Projekini spektar odgovora
(Pseudo-) Ubrzanje (ordinate elasticnog

2 T (25 2 - ; spekira odgovora se ,dele*
0sT<STg:Sy(N=agS|—+—|—-= (Pseudo-) Spekiralno ubrzanje sa faktorom ponasanja q)

3 T q 3 J

2,5

TeSTSTc: Sall) = 23S (2) Sa ciliem da se izbegne eksplicitna nelinearna analiza, uzimaju¢i u obzir kapacitet
konstrukcije za disipaciju energije kroz prevashodno duktilno ponasanje njenih elemenata ali
i preko drugih mehanizama, sprovodi se elasticna analiza zasnovana na spektru odgovora

=ag-S- .[TC] koji je redukovan (umanjen) u odnosu na elasticni spektar, koji se u daljem tekstu naziva
TcST<Tph: Sq(T) q LT "orojektni spektar”. Ova redukcija se ostvaruje uvodenjem faktora ponasanja q.

2 f-ag
S4(T) projektni spektar;
_ 2,5 TcTp q faktor ponasanja;
ToST:SuD =dg q T2 o] faktor donje granice horizontalnog projektnog spektra.
> ﬁ -a g Napomena: Vrednosti koje se pripisuju faktoru # za koridcenje u zemlji moze da se pronade u njenom

Nacionalnom aneksu. Preporucena vrednost za faktor g je 0,2.

= Projektni spektar odgovora za vertikalan pravac
= 04— q,4 Usvaja se da je =1
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Projekini spektar odgovora — SRPS EN 1998-1 i SRPS EN 1998-
1/NA

= Primena
1 > 2 — 4
Definisanje (propisanog) projektnog Elasticna analiza sistema sa Odredi se seizmicka sila
spekira (pseudo-) ubrzanja (spektralnog jednim stepenom slobode. Sext = tmS,
ubrzanja) za odgovarajuci pravac, tip Odredivanje perioda
fla, agiq slobodnih neprigusenih l
s vibracija T. 5
\J E
@ " Elasti¢na staticka analiza
3 L N usled seizmicke sile i
I B | odredivanje ekstremnog
odgovora
Ol A\ % mk, :
. \ AN
3

Odredi se spektralno
L e e e e e e e e ubrzanje S,
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Sistemi sa jednim stepenom slobode

= Projekini spektar odgovora — SRPS EN 1998-1 i SRPS EN 1998-
1/NA

= SeizmiCki hazard se opisuje preko jednog parametra
a, g (referentno ubrzanje tla tipa A)

hitps://www.seismo.govV.rs/

KAPTA CEMSMUYKOI XASAPOA PENYBINWUKE CPEWNJE
Xazapg wapaxeH y [eOMHULaMa rpaerTayMoHor yopsaka [g]
MNoepaTthv nepuog 475 roguHa

[a]

| L&
B o35
B o0
1 0ss
[ o010
[ o2



https://www.seismo.gov.rs/
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Sistemi sa vise stepeni slobode kretanja
(Multi-Degrees-Of-Freedom; MDOF)

= Prinudne prigusene vibracije — dvospratni okvir sa potpuno
krutim gredama (Shear Building)
= Diferencijalne jednacine kretanja .

2 — +
m
2
« Dvospratni okvir sa potpuno Po(l) —m P,(0) O /|
krutim gredama na savijanje f = 7 - Z
(Shear frame). D2 fa
Zanemarena aksijalna [ - = i
deformacija. (1) —= Jo1 = er” Py —’LO + o1
« 2 stepena slobode kretanja s - ff}l
(kretanje masa u horizontalnom |/ ~ =~/
pI’CIVCU) . | Unutrasnje sile koje su suprotnog smera odi

! spoljasnjih sila jer pruzaju otpor kretanju |

___________________________________________

Drugi Njutnov zakon za svaku masu: .pji qu: fDJ:=|mju], or mjiij + ij + ij = pj(l‘)

sile
untutrasnjeg Sile L
viskoznog  elastiCnog Spoljasnje
Inercijalne sile priguienja otpora sile

e 07 fin |1, s |1,
;[0 mz_{ }§+{fm}i+i
: Simboli¢ki zapis

o T e IS 8 BT U SR el B T PR O 1 ()
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Prinudne prigusene vibracije - dvosprqfni okvir sa potpuno

krutim gredama (Shear Building) | 0 T
. . . v . : - D’'Alembert’s
= Diferencijalne jednacine kretanja T = princip
3 I
mu —I_ fD —I_ fS — p(t) PO =t O [y =— [
pyl) —= > |_2(>| 210 —>|—( )7 7 C,'_ " 2 v
fo - m, = p (0 my e po(1)

K, Friction-free surface
() [ONO) )//_
P1(t) —»

Klasi¢an prikaz: masa-prigusenje-opruga

[ I
8
-
B

1 ¢
sz] -
To = ':,; py(t) —

s - b ) .
N f!)l Coth i _-.c2 (tﬁ-ul‘)‘_ _
H _‘nilfl —=p (1) "’12@ = p,(t)
klul‘-— I ——
T 7 ky (uy-u)
Ss1 = kiuy + ka(uy — uz) T
sile elasti€énog otpora fg1 = fé’l + £ Jsi| _itki ke —ko | Jun ] or f¢=Kku
feo| T —k ko | | u |t ’
fs2 = ka(uz — uy) se)oab T ed
frm====- 0 A sile So1 = cruy + cp(uy — up) Sp2 = ca(tiy —uy)
. : " m g | .. R ettt
Inercijalne sile i[ 0 m2:| {iiz }: unutrqsr]jengs'koznog forl _[ei+e —e i | o .
Lol med e prigusenja foo | T e e e ! D=

-mu'—l— cu —I—'kll- —.p(l‘) m - matrica mase ¢ —matrica prigusenja  k — matrica krutosti
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Prinudne prigusene vibracije — dvospratni okvir sa potpuno
krutim gredama (Shear Building)
= Sistem kao kombinacija tri komponente

Vektor spoljasnjeg Krutost (sistem bez Prigusenje (sistem bez Masa (sistem bez
dejstva prigusenja i mase) krutosti i mase) krutosti i prigusenja)
Fop ku ' cu ' mu

1 ]

i p1(0) i ki +ko —ky | ) u crte —c|)u my 0 | )i

i p2(1) i —ky ky | | u2 —c co | | w2 0 my||ii
[ — .

p>(Y) O -/ r--0--1=/1

VA VA 7. 77
Displacements u; Displacements u; Velocities U Accelerations U

Velocities u. S - L e L

Accelerations l; imu _I_ cu _I_ kui _i pl



Sistemi sa vise stepeni slobode

= Visespratni okvir sa potpuno krutim gredama (Shear Building)
= Analogno kao i kod sistema sa dva stepena slobode

myit; + (k; + ki )w(0) — kipqui 1 (t) = Fi(t) Primer
Svi stubovi jednog sprata
imajuisto E, I'i L

(k1 + k2) —k, 0 0 0 0 0 0 T
—ky,  (kpy+k3) —ks 0 0 0 0 0 M, 12E1
0 —ks « 0 0 0 0 0 4=3 Z
K = 0 0 —k;i  (ki+kiv1) —kipq 0 0 0 m 12EI
0 0 0 —kipq * 0 0 0 3 3=373
0 0 0 0 0 x —kp_q 0 f%{’;
0 0 0 0 0 —kyq (kp_1+ky) —ky, 2 =3=
0 0 0 0 0 0 —ky, kn | Lstuba
12E1
m; 0 0 0 0 0 1=373
0 m, 0 0 0 0 ——— ——— stuba
0o 0 = 0 0 O Komentar: . ) o
0 0 0 m 0 O O matrici prigusenja bic¢e reci kasnije k; je krutost i-fog sprata koja je
0 0 0 0 * 0 jednaka sumi krutosti stubova
(0 0 0 0 0 my (elasticni otpor pri horizontalnom

pomeranju masa)
Krutost jednog stuba iznosi iZEI

stuba
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= Jednacine kretanja

Dinamika konstrukcija

Sistemi sa vise stepeni slobode

= Diskretizacija i stepeni slobode kretanja (Degrees of freedom)

Zanemarene aksijalne deformacije

u
SA@_Duz

u
54%“1

Afﬂm,r> o £ 47 2o
K A K N
Node
] A%D REPZINY Ha 2N
NV ‘ T/ NV NV
Structural
— elements
= Dinamicko dejstvo ps) pa() ps(t)
5 %5 25 pal)
p3(1) palt) ps(t)
= 25 2m i

777

96
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Jednacine kretanja
= Inercijalne sile (sistem bez: krutosti, prigusenja i dinamickog dejstva)

‘E,}flé_ I 25)- - - _j_}ﬂ_@,fm Superpozicija: fr; = miiy + mjptip + - +myjii; 4+ +mytiy(j=1,2,3, ..., N)

| | | .

| | | DKOHCGHTI’ISOHO _f _ - m m e M e Maw T .

: o i masa u Evoru Il 1 12 1j IN uy

3 14 5 m m e Mo s m

lg( _____ 28y - - -l B/, Jr2 B 21 22 2 2N iy

| | [ . - . . . . .

I I . I/ =mu ' .

| | | L finv - _my1 myz -+ my; -+ myyd LUN
;%;/ ;%;/ ;d;]/-/

mg, om, my, Inacenje koeficijenata m;; matrice mase dinamickog modela

- EOREEEE Bemy Ako se aplicira jedinicno ubrzanje koje odgovara stepenu slobode |, a ubrzanja koja

| | I . J . . . . .

i | | odgovaraju svim ostalim stepenima slobode imaju vrednost nula, stvaraju se

Ly My | Msy | omy, odgovarajuce inercijalne sile (fiktivne sile) na mestima svih masa. S obzirom na to moraju
‘\‘f‘} “““ f:‘f*) “““ @‘ e postojati odgovarajuce spoljasnje sile koje e se uravnoteziti sa tim inercijalnim silama.

| | y Koeficijent matrice mase m;; predstavlja spoljasnju generalisanu silu koja odgovara i-fom

| | | stepenu slobode usled jediniCnog stanja ubrzanja koje odgovara j-tom strepenu slobode.
. ez 7. Elementi prve kolone matrice mase m;; (i =1, 2, ..., 8) su spoljasnje generalisane sile
;\@"’54_ B _m_“@_ L f’ﬂj@ ” potrebne za ostvarivanje ravnoteze sa inercijalnim generalisanim silama nastalim usled

‘ | | o ubrzanja ii; = 1 pri Cemu su istovremeno sva ostala ubrzanja jednaka nuli (stanje ubrzanja

\ I =1 iy, = 1)

I 1 1 1 :
,ij}m34 My mM@ m Elementi Cetvrte kolone matrice mase my, (i =1, 2, ..., 8) su spoljadnje generalisane sile

77777 - -0 14

pofrebne za ostvarivanje ravnoteze sa inercijalnim generalisanim silama nastalim usled

ubrzanja ii, = 1 pri Cemu su istovremeno sva ostala ubrzanja jednaka nuli (stanje ubrzanja
ﬁ4_ = 1).
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Jednacine kretanja

= Sile viskoznog prigusenja (sistem bez: mase, krutosti i dinamickog

dejstva)
f,, Superpozicija: fp; = cittty + ciptiy + - ity + -+ avuy ((=1,2,3,..,N)
o1l e ciz e cy
1) JIp2 Ca1 Cp cr Cyj
_ fon - CN1 CN2 -+ CNj

Inacenje koeficijenata c;; matrice viskoznog prigusenja dinamickog modela
Unutrasnje viskozno prigusenje

Aplicira se jedni¢na brzina j-tom stepenu slobode, pri Eemu su brzine svih ostalih
stepeni slobode jednake nuli. Ove brzine ¢e generisati unutrasnje sile viskoznog
prigusenja, a s obzirom na to moraju postojati spoljasnje sile da bi bila ostvarena
ravnoteza.

Koeficijent matrice viskoznog prigusenja c;; je spoljasnja generalisana sila koja
odgovara i-tom stepenu slobode usled jedinicnog stanja brzine j-tog stepena
slobode.

Elementi prve kolone matrice prigusenja ¢;; (i=1, 2, ..., 8) su spoljasnje generalisane
sile potrebne za ostvarivanje ravnoteze sa generalisanim silama prigusenja nastalim
usled brzine 1; = 1 pri Cemu su istovremeno sve ostale brzine jednake nuli.

CIN ] U )
C2N e

4
CNNd A l-lN J
fp=cu
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Jednacine kretanja

2 Elastiéne sile (sistem bez: mase, prigusenja i dinamickog dejstva)
Superpozicija: fs; = kjjuy + kipup + - + kjju; + -+ kiyuy (=1,2,3, ..., N)

~ fs1 ki ke oo ko oo kv ][ up )
fs2 kot k- kyp o+ kon Uz

. : - - - - { . »

L fsvd Lkt kyo oo kny oo kywd Luy )

/ " . k k k
) A \"64 74 AN 84@, oy,
u, =1 1
k3l K
lf/ 1 f¢ = ku
'’ /. /. 4 4 .

Inacenje koeficijenata k;; matrice krutosti dinami¢kog modela

Koeficijent k;; matrice krutosti je generalisana sila na mestu i (odgovara i-tom stepenu slobode) usled jedinicnog stanja
generalisanog pomeranja na mestu j (generalisano pomeranje u; = 1, a sva ostala generalisana pomeranja imaju vrednost
nula).

Generalisanessile ki (i=1, 2, ..., 8; prva kolona matrice krutosti) odgovaraju i-tom stepenu slobode usled stanja pomeranja u, = 1.
Generalisane sile ki, (i=1, 2, ..., 8; Cetvrta kolona matrice krutosti) odgovaraju i-tom stepenu slobode usled stanja obrtanja u, = 1.
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Dinamika konstrukcija

29.5.2026.

Sistemi sa vise stepeni slobode

= Jednacine kretanja

f; +fp + fg = p()

#n \ ¥ X
mu + cu + ku = p(?)

/’, 1 1 \\ \\\ \\N\
/”’ l, " \\\ \\\ \\\\ \\\\\x
,”/ : " \\ \\\ \\\ \s‘\\ pl(t)
A \ 4 1 \ \\ \\\ S~o (z:)
. ) N SO S~ o
my  my - my; - IMN i ! ‘\\ . ~. - P2
mp; My mpy; -+ Iy u ! \ L AN :
1 \ N S<
- - . 1 \ N \\ ~
" " S S p\"(f).
. . . . - ,I \\\ \\\\ \\\ i
myp  Mmp my; myy uyJ | \ . ~~.
! \\ \& N
1
\
' \ kv ki ki kin
;' < ka1 ka2 ky; ko
c1 ¢z -+ C; - CIN i : : : :
A 12 IJle k2 ki kNNJ uy
CNj CNN uy

|— CN1  CN2




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Jednacine kretanja
= U opstem sluCaju vazidajem;; # 0, ¢;; # 0i k;; # 0 kada je i # j

= Postoje dva specijalna slucaja:
= 1) kjj #0im;; =0zai#j (mafrica mase je dijagonalna)

54 ® oge o

nespregnut)
= 2) kjj =0im;; # 0za i # j (matrica krutosti je dijagonalna)
nespregnut)
= Dinamicki model za analizu vobicajenih gradevinskih konstrukcija
= Staticki ili elasticno spregnut sistem (dinamicki ili inercijalno nespregnut sistem)

= Diskretno rasporedene mase (koncentrisane mase u cvorovima modela prema
tzv. pripadajucim duzinama i povrsinama) i maseni momenti inercije

= Matrica prigusenja se formira kao linearna kombinacija matrice mase i matrice
krutosti (bice kasnije objasnjeno)

my cp €z €y ot CIN ki ke - koo ki
myy Q1 Q2 e €25 et QN kn  kp - kay - Koy
L]
. : : : . : . N :
* myn AT ces CNN kvt kyz - k:\i,i coo kyn

CN1 €Nzt CNj




= Kondenzacija stepeni slobode

= Prelazak sa modela za staticku analizu na model za dinamicku analizu
koji ima manji broj stepeni slobode od statickog modela moze da se
izvrSi postupkom kondenzacije. Na taj nacin se eliminisu nebitni
stepene slobode, a to su oni koji su vezani za male inercijalne sile

(mala masa i/ili malo ubrzanje)

29.5.2026. Dinamika konstrukcija

Sistemi sa vise stepeni slobode

Staticki model Dinamicki model
O >
vy
O >

A
CARL . O >

()
N




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Kondenzacija stepeni slobode
= Diferencijalne jednacine kretanja
MU + KU = F

= Uzimajuci u obzir podelu na bitne i nebitne stepene slobode uz
pretpostavku da inercijalne sile uz nebitne stepene slobode nemaju
nikakav uticaj na odgovor sistema (index b predstavlja bithe, a index
N nebitne s’repene slobode sledi

[0 Mbb] U, Kbn Kbb] [Ub] [Fb]
= Prvi sistem jednacina glasi

KnnUn + KnbUb - 0

= iz koga odredujemo vezu izmedu nebitnih i bitnih pomeranja

U, = _KﬁrllKnbUb




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Kondenzacija stepeni slobode

= Drugi sistem jednacina glasi: M, U, + K,,,U,, + K, U, = F,

= Koriste¢i U,, = —K;;1K,,, U, sledi: M, U, + (K,,;, — K;,,,K2K,,,)U, = F,

= Kondenzovana matrica krutosti glasi: K, = K, — Ky, KniK,,p

= Veza izmedu bitnih i nebitnih stepeni slobode je staticka pa se zbog
toga postupak naziva i staticka kondenzacija

= 7Za slu€aj dinamickog dejstva koje deluje u pravcu bitnih stepeni
slobode, zatim za sistem koji ima koncentrisane mase i Cije je

prigusenje jednako nuli prethodno opisanim postupkom statiCke
kondenzacije ne Cinimo nikakvu gresku

= U opstim sluCajevima, kada prethodno navedene pretpostavke nisu
ispunjene i dalje upoftrebljavamo postupak statiCke kondenzacije ali
pri tome u proracun uvodimo odredenu gresku jer je statiCka veza
izmedu bitnih i nebitnih stepeni slobode priblizna
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije
= Analiza bez prigusenja i bez spoljasnjeg dejstva

[ml{y} + [kl{y} = {0}

My + Ky =0
myy myg  --- my; -+ MN in ki ke - ki oo kv iy
mpy Mz -+ Mp; -+ 1N s ko k2o - ij ko up _
+ : : : : : — 0
myy mpyz .- my; - MyN iy IJle kyz oo kyyoooee kNNJ uy
my in kn ke - ki - kv uy
my» it kv k- kpy - koy P _
. : + : : : : : - 0
* myyd Uiy \-Jle kny o oee kyyoo-eo kNNJ iy




Sistemi sa vise stepeni slobode

Komentar:
Staticki ili elasticno spregnut sistem
kod koga je u opstem sluCaju k; # 0

= Slobodne neprigusene vibracije im;=0zai#] (inercljaino Il

dinamicki nespregnut sistem)
= Jednacine kretanja mogu da se odrede analizom dinamickog sistema
sa n stepeni slobode kretanja (postoji mogucnost samo vertikalnog
pomeranja koncentrisanin masa)

m m, m, m,
*
VAN N ® . AN
e I i k n

77

= Sistem je izveden iz ravnoteznog polozaja i vrsi slobodne neprigusene
vibracije (sinhrone i sinfazne vibracije (sve mase Ce vibrirati istom
frekvencijom i istom fazom) harmonijskog tipa)

= Na svaku masu deluju inercijalne sile i restitucione sile R (elastiCcne sile
koje teze da vrate masu u ravnotezni polozqj). Jednacine dinamicke

ravnoteze (n — broj stepeni slobode) R, +mj, =0
) R;+my;, =0
O
—-mJ, My Yn R,+my,=0

_mij;i —m Yy



Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije

= Pomeranje tacke i usled sile R, = 1 u tacki k ima vrednost 6;,
(fleksibilnost), a pomeranje tacke i usled sile R, u tacki k ima vrednost
R, 6;,. Pomeranje tacke i usled svih restitucionih sila iznosi

Y1 = Ry1611 + Ry615 + R3613+... + R 61,
Y2 = R162; + R2522 + R3023+... +Rp 62y y; = z Ry é6; i=1,2,3,....,n
y = R16n1 + R26n2 + R36n3+ +R 6nn

= Kada se sistem jednacina R; + my; = 0 (i = 1,2,3,...,n) resi po R; pa se
to reSenje uvrsti u jednacine y; = Y7_{ Ry 6 (i = 1,2,3,...,n) dobijase
sistem homogenih diferencijalninh jednacina kretanja drugog reda

Y1+ mi811Y1 + mpb12¥, + M3b13y3+... +mypbinyn = 0 y; + z my 6;, Y, =0
Yo +myz1¥1 + m2622y2 + m36,3Y3+. .. +my 61,9, =0 k=1

Yn + M16n1)1 + m25n2)’2 + m36p3Y3+... +Mp6ppyp =0 i=123,...,n
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije
= Prethodni sistem jednacina moze da se prikaze u matricnom obliku

W} + [6]Iml{y} = {0}

= ilisimbolicki y+ DMy =0

= gde su
= matrica mase matrica fleksibilnosti (matrica pomeranja)
mg 0 0 O 611 012 - Oin
_ 0 m, 0 0 _ 621 622 cee 6211
M=lo o0 - o0 D=1+ 7 .
0 0 0 my, 6n1 Onz 0 Onn
= vektor pomeranja vektor ubrzanja dinamicka matrica
Y1 V1 D,, = DM
y =1 j =142

Vn n
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije

= Diferencijalne jednacine kretanja mogu da se izvedu i u drugom
obliku ako se restitucione sile R; izraze preko pomeranja y;

Ry = k11y1 + k12Y2 + ki3ys+... tkipyn
Ry = ky1y1 + kapy, + kzs)’s o t+konYn

Ry =knyy + kn23’2 + knzys+... +knnyn

Ri =Z1l:=1kikyk i = 1,2,3,...,n

= Kadase izraziR; = Y- kixyx (i = 1,2,3,...,n) unese UR; + my; = 0 (i =
1,2,3,...,n) dobija se sistem homogenih diferencijalnih jednacina
drugog reda
My + k11y1 + k122 + kizys+.. tkinyn =0

My¥o + Ka1y1 + kaoys + kaays+...+kopyn =0 m;y; + 2 kityr, =0 i=123,...,n
My + kn1yr + kn23’2 + knays+... Hhpnyn =0
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije
= Prethodni sistem jednacina moze da se prikaze u matricnom obliku

[ml{y} + [k]{y} = {0}

= ilisimbolicki My + Ky =0

= gde su
= matrica mase matrica krutosti (matrica reakcija)
m; 0 0 O ki1 kiz o kg
10 my, 0 O _ ka1 ka2 o kag _ n-1
M=lo 0 ~ o K=1v 7 . K=D
0 0 0 m, kni knz 0 kg
= vektor pomeranja vektor ubrzanja
V1 1
y .. y
y= ;2 y= }72

Yn n




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije - svojstvene vrednosti

= Pretpostavlja se da sve mase vrse sinhrone i sinfazne vibracije
harmonijskog tipa. Tada ¢e mase vibrirati istom frekvencijom i istom
fazom. Sve mase prolaze istovremeno kroz ravnotezni polozagj, a

razlikuju se amplitude. Resenje se trazi u obliku
A
42

y; = Ajsin(wt + a) y = sin(wt + ) = Asin(wt + a) y = —Aw?sin(wt + a)

A-n

= Ako se resenje unese u jednacine kretanja dobija se sistem
homogenih linearnih algebarskih jednacina

Al - m1611(1)2A1 - m2612w2A2 — e — mn61na)2An = 0\

Az - m16210)2A1 - m26220)2A2 — e — mnSanzAn =0

1
*A—DMa)ZA:O:(DM——ZI)A:O
W

An - m15n10)2A1 - m25n2w2A2 — = mné‘nn(l)zAn =0

—_—

(kll - mle)Al + k12A2 + k13A3+. .. +k1nAn =0

Koy + Uezg =ma@Ddy + kazds + -+ kanAn =0 L gA — ()2MA =0 = (K — w?M)A = 0

kp1Aq + knpAy + kpzAs + -+ (knn - mnwz)An =0

—



Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije - svojstvene vrednosti

= U matematickom smislu prethodna jednacina predstavlja problem
svojstvenih vrednosti para matrica Ki M

= Da bi se odredilo netrivijalno resenje (potfrebno je odrediti w? za koje
postoje netrivijalna resenja za A) determinanta koeficijenata uz nepoznate
mora da bude jednaka nuli. Na taj nacin se dobija jednacina n-tog
stepena u odnosu na nepoznate kvadrate svojstvenih kruznih frekvencija
(karakteristicni polinom ili karakteristicna jednacina ili frekventna

jednqéina) Komentar:
1 Svi korenovi frekventne jednacine su
a2 — o - realni, njihov broj je jednak broju
det(K W M) =0 det DM wzl =0 stepeni slobode kretanja i svi su
pozitivni. Za dokaz videti literaturu

= |z frekvenine jednacine odreduje se n nepoznatih svojstvenih kruznih
frekvencija, pri Cemu se za svaku od ovih kruznih frekvencija ostvaruju
sinhrone i sinfazne vibracije
= Resenja frekventne jednacine su svojstvene kruzne frekvencije sistema
W < Wy < wW3< - < Wy, (Ty >Ty), >T3>-->T,)
= gde se w; naziva prva ili osnovna svojstvena kruzna frekvencija (T; = 2n/w, — prvi
ili osnovni svojstveni period vibracija)




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije - svojstvene vrednosti

= Nakon odredivanja svojstvenih kruznih frekvencija (pri C¢emu svakoj od njih
odgovara jedno netrivijalno resenje za vektor A) amplitude ne mogu da se
odrede eksplicitno jer je sistem jednacina homogen vec se mogu odrediti
samo kolicnici nepoznatih amplituda, tj. amplitude se mogu odrediti sa
tacnoscu do na konstantu

= Svakoj od svojstvenih kruznih frekvencija odgovara netrivijalno reSenje za vektor
A, 1j. vazi sledeca relacija

1
_ 2
KAi = Wi MAl DMAi = PAL
[
= gde je A; vektor Ciji su elementi konstante | koji se naziva karakteristicni vektor ili
svojstveni vektor ili modalni vektor, a predstavlja oblik (formu) vibriranja i-tog
tona, a naziva se jos i priridni ili svojstveni oblik (forma) vibracija i-tog tona (i-ti

ton vibracija)
= Ako se jednom od elemenata svojstvenog vektora A; dodeli neka vrednost
onda se iz sistema jednacina ostalih n — 1 elemenata moze jednoznacno
odredifi. Ovo je postupak normalizacije svojstvenih vektora i dobijeni svojstveni
vektori su normirani svojstveni vektori

= Svojstvene vrednosti su jedinstven naziv za svojstvene kruzne frekvencije
(svojstvene periode) i njima odgovarajuée svojstvene oblike (forme) vibracija
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije - svojstvene vrednosti
= Svojstveni oblici vibracija (fonovi vibracija)

« Svaki ton vibriranja odreden je vektorom

®1  Prviton .
oscilovanja ~ 9mplituda y N
+ Koli¢nici amplituda su ili bezdimenzionalni
brojevi u sluCaju kada pomeranja svih masa
imaju iste merne jedinice, npr. metar ili imaju
o, J-oti ton . dimenziju npr. metar/rad ako su generalisana
oscilovanja pomeranja nekih diskretnin masa duZine, a
nekih uglovi rotacije
®n petiton
oscilovanja

Stvarno kretanje masa u opstem sluCaju jednako je linearnoj kombinaciji kretanja pri pojedinim tonovima
vibriranja

Poznavanje svojstvenin oblika i svojstvenih kruznih frekvencija osnovni je podatak za pracenje dinamickog
ponasanja pri odredenim dinamickim dejstvima

Da bi se ostvarili svojstveni oblici, tj. da bi sistem vibrirao u nekom od svojih svojstvenih oblika moraju se zadati
takvi pocetni uslovi koji Ce izazvati generalisana pomeranja koja odgovaraju svojstvenom obliku

Razvijeni su mnogi numeriCki postupci za reSavanje problema svojstvenih vrednosti i neki od njih su
implementirani u raCunarske za strukturalnu analizu konstrukcija



Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije

= Ortogonalnost svojstvenih oblika
= Za dvarazlicitatona ris vaz (r # s)
KA, = w; MA KA, = wg MA
= Ako prethodne jednacine pomnoiimo redom sa Ieve strane sa AL i AT sledi

ATKA, = 02ATMA, ATKA, = w2AIMA,

= Ako se prva relacija fransponuje ([ABC]" = C"B"A"), zbog simetrije u odnosu na
glavnu dijagonalu matrice mase i matrice krutosti (MT = M; KT = K) sledi

ATKA, = w2ATMA,

= Prethodne dve relacije imaju iste vrednosti sa leve strane znaka jednakosti pa
sledi

wZATMA, = w2ATMA, = (0? — 02)ATMA, = 0

= Posto su tonovi medusobno razliciti (w? # w?) sledi uslov ortogonalnosti u odnosu
na matricu mase

ATMA,=0zar #s
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije

= Ortogonalnost svojstvenih oblika
= ...odnosno

ATMA, #0zar=s

= Analogno prethodnom sledii uslov ortogonalnosti u odnosu na matricu krutosti
ATKA, =0zar+s ATKA,#0zar=s

= UsluCaju daje r = s sledi:

= Generalisana (modalna) masa za ton r M, = AT MA. . K
Wy = —
r Mr

= Generalisana (modalna) krutost za ton r K, = Az: KA,

= Svojstveni oblici r i s su orfogonalni u odnosu Nna matricu mase i krutosti pa se ove
matrice nazivaju jos i tezinske matrice
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije

= Ortonormiranje svojstvenih oblika
= Pogodno je svojstveni oblik vibracija r normirati na takav nacin da je ispunjen

sledeci uslov
M, = AI MA, =1

= Da bi se prethodni uslov ispunio neophodno je svojstveni vektor A, pomnoziti

koeficijentom a da bi se dobile normirane vrednosti amplituda
1

1 1
= =_A
Jatma, M, N7

= U ovakvom sluCaju hormiranja kaze se da su svojstveni vektori ortonormirani

= Nakon prethodne normalizacije vazi sledece K, = a),%

dATMaA, = 1= a =




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije

= Postoji vise numerickih pribliznin metoda za reSavanje problema
svojstvenih vrednosti (videti u nabrojanoj literaturi)
= Stodola-Vianello iterativna metoda
= Pogodna za odredivanje manjeg broja svojstvenih vrednosti

= Kod sistema sa veoma velikim brojem stepeni slobode, gde se fraze sve
svojstvene vrednosti, treba koristiti efikasnije metode (videti nabrojanu literaturu)

= Posmatra se standardni problem svojstvenih vrednosti
[HH{X} = A{X}

Dy {Ak} = AM{Ax} [M]~[KI{Ak} = MAg}

= Svojstvene vrednosti su koreni frekventne jednacine, a njima odgovaraju
svojstveni vektori

1
det <DM = ?l> =0 det(M™1K — w?I) = 0
1 — (2
N = — A=w

w2




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije

= Stodola-Vianello iterativha metoda
= Ako postoji niz vektora {Bg}, {B1}, {B>}, ... . {B;,;}
= koji se odreduju primenom iterativnog obrasca (D,, — dinamic¢ka matrica)

{Bm+1} = [DM]{Bm}

= tada grani¢na vrednost kolicnika dva uzastopna vektora predstavlja najvecu
svojstvenu vrednost A, a granicna vrednost samog vektora {B,,,} predstavlja svojstveni
vektor A koji odgovara najvecoj svojstvenoj vrednosti

= Na ovaj nacin se, polazedéi od dinamicke matrice, odreduje svojstvena kruzna
.o . . . . . .o . . . Bm+1 1
frekvencija i svojstveni oblik vibracija prvog tona (lim B, = A, i lim /= =, = —;
. . . . . m—o m-o Bm w7
dokaz videti u nabrojanoj literaturi)
= Proces je iterativan

= Prvo se pretpostavi svojstveni vektor, tj. svojstveni oblik vibracija (dobro je odabrati
vektor koji se slaze sa fiziCkom prirodom dinamickog modela)

= Pre nove iteracije za A; u kojoj {B;} postaje pretpostavljeni svo;s’rvem vektor vrsi se
normalizacija {B;} u odnosu na jedan element ovog vektora, 1j. vrsi se deIJenJe Je!

jednim elementom ovog vektora (iliizabranom konstantom), tj. {B;;1} = b {Bl}

= Postupak se ponavlja dok razlika izmedu svojstvenih vrednosti A; i A;; 1, kao i razlika
izmedu komponenti svojstvenog vektora {B;} i {B;; 1}, dve uzastopne iteracije bude
manja od unapred utvrdenog malog broja




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije

= Stodola-Vianello iterativha metoda

= Odredivanje svojstvenih kruznih frekvencija i oblika vibracija ostalih tonova

= Probni (pocetni) svojstveni vektor moze da se napise u obliku linearne kombinacije
svojstvenih vektora svih n fonova

{Bo} = a1{A1} + ax{A,} + - + a,{A,}

= Ako uizraz za {B,} unesemo uslov a; = 0 fada Ce svojstveni vektor koji odgovara
najvecoj svojstvenoj vrednosti biti izbrisan iz linearne kombinacije, tj. svojstveni vektor
prvog tona ¢e biti izbrisan iz linearne kombinacije

= |terativni proces sada obezbeduje odredivanje sledece najvece svojstvene vrednosti,
a to je u ovom sluCaju svojstvena vrednost drugog tona

= Svojstveni vektor {A;} koji odgovara najvecoj svojstvenoj vrednosti je vec odreden.
Zahteva se da probni svojstveni vektor {B;} bude ortogonalan na {A;}

{A1}"[M]{Bo} =0

= Odnosno koristeCi prethodne dve jednacine sledi

a1 {A1} [MI{A1} + ax{A T [MI{A} + - + a,{A; )T [MI{A,} = 0
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije

= Stodola-Vianello iterativhna metoda

= Odredivanje svojstvenih kruznih frekvencija i oblika vibracija ostalih tonova
= Vodeciracuna o uslovima ortogonalnosti

{A;} [MI{Az} =0 o {A MI{AR} =0

= zakljuCuje se da mora da vaziisledece

a {A}TIMI{A} =0  {A}T[MI{A} # O a; =0

* pa probni svojstveni vektorima sledeci oblik (indeks van zagrade oznacava brisanje
tona sa najvecom svojstvenom vrednosti, a to je prvi ton)

{Bot1 = ax{Ay} + az{Az} + -+ a,{A,}

= Primena uslova ortogonalnosti dovodi do brisanja svojstvenog vektora koji odgovara
najvecoj svojstvenoj vrednosti u linearnoj kombinaciji svojstvenih vektora svih fonova,
a to je u ovom slu€aju svojstveni vektor prvog tona




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije

= Stodola-Vianello iterativhna metoda

= Odredivanje svojstvenih kruznih frekvencija i oblika vibracija ostalih tonova

= Uslov ortogonalnosti {A;}T[M]{B,} = 0 u razvijenom obliku (prvi indeks je mesto
amplitude, a drugi indeks je broj iteracije)

A11

{Bo}1 = Afl Aqq Z M;1Ai + Ay Z MipAjp + -+ Apq z MinAjp =0
Ay 7 i i

= Prethodniizraz se moze koristiti za odredivanje bilo kog elementa probnog
svojstvenog vektora u funkciji od svih preostalih (pri pisanju izraza A, je element
probnog svojstvenog vektora Cija je vrednost odredena dok su svi ostali elementi
proizvoljni)

_ZiMipAin o NiMigAiy o L MinAi
YiMuAyn 2 X MpAy Ot YiMuA,

Ayic = A1 Az =Az; - Apnic = Ang




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije

= Stodola-Vianello iterativha metoda

= Odredivanje svojstvenih kruznih frekvencija i oblika vibracija ostalih tonova

= Prethodniizrazi u matricnom obliku glase ([S]; — matrica brisanja gde broj u indeksu
predstavlja broj primenjenih uslova ortogonalnosti; vektor na levoj strani je pocetni
vektor sa proizvoljnim elementima, a vektor na desnoj strani je ogranic¢en postojanjem
odredenih veza)

Zl M2 A 2iMinAiq] A A
. —a—— 11 11c
Z MllAll Zi MilAil A21 A21c
0 1 0 S Al [STi{A1} = {Aq]c
_(:) 0 1 | Ay Anic

= Ako se na ograniCeni vektor primeni operator iteracije tada ¢e ovaj vektor
konvergirati svojstvenom vektoru drugog tona ([Dy]; — modifikovana dinamicka

M DAL = [Dy[S]1{AL} = [Dul:{Ar} = (A,)
[DM]{AZ}C — [DM][S]1{A2} — [DM]l{AZ} — {As}

[DM]{Am}c = [DM] [S]l{Am} = [DM]l{Am} = {Am+1}



Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije

= Stodola-Vianello iterativha metoda

= Odredivanje svojstvenih kruznih frekvencija i oblika vibracija ostalih tonova

= Analognim postukom se obezbeduje konvergencija pocetnog (probnog) vektora ka
vektoru koji odgovara trecoj po velicini svojstvenoj vrednosti, koja odgovara treCem
tonu, pri cemu se primenjuju dva uslova ortogonalnosti pocetnog (probnog) vektora
sa svojstvenim vektorima koji odgovaraju prvom i drugom tonu

= Analognim postupkom se odreduju i ostale svojstvene vrednosti

= Ako se u iterativnom procesu koristi dinamicka matrica (DM) najveca svojstvena
vrednost i njoj odgovarajuci svojstveni vektor odgovaraju prvom ili osnovnom
tonu (u iterativnom procesu se dobijaju svojstvene vrednosti za prvi ton, pa za
drugi ton, pa za treci ton itd.)

= Ako se u iterativnom procesu koristi M~1K najveca svojstvena vrednost i njoj
odgovarajuci svojstveni vektor odgovaraju najvisem tonu (u iterativnom procesu
redosled odredivanja svojstvenih vrednosti je obrnut u odnosu na redosled kod
primene dinamicke matrice, tj. dobijaju svojstvene vrednosti od najvisieg tona
redom ka nizim tonovima)
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije

= Modalni vektori mogu da se grupisu u kvadratnu matricu koja se
naziva modalna matrica

b11 P12 0 Pin
$21 P22 0 Pan

¢n,1 ¢n,2 (pn,n

= Formira se dijagonalna matrica Ciji su elementi kvadrati svojstvenih
kruznih frekvencija (spekiralna matrica)

P =

w% 0O - 0
Q= 0 wf e 0
0 0 - w121

= Sada reSenja problema svojstvenih vrednosti i uslovi ortogonalnosti
mogu da se prikazu na sledeci nacin

Od'MP =1
OTKd = Q

K® = M®Q




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Modalna analiza (ili metoda superpozicije svojstvenih oblika il
metoda transformacije v glavne koordinate ili metoda
razvijanja po svojstvenim oblicima)

= Sistem simultanih diferencijalnih jednacina kretanja moze da se fransformise u
sistem medusobno nezavisnih jednacina gde mozemo svaku jednacinu
reSavati metodama koje se koriste pri reSavanju sistema sa jednim stepenom

slobode pomeranja. Da bi jednacine postale nezavisne matrice M, K i C moraju
biti dijagonalne

: Diferevncijolr)e jeo_l.noéine kretanja u matrichom obliku glase (prinudne
prigusene vibracije) MU + CU + KU = F

= gde je M - matrica masa, U - vektor ubrzanja, € — matrica prigusenja, U — vektor
brzina, K — matrica krutosti, U — vektor pomeranja i F — vektor spoljasnjih sila

= Uvodi se vektor Y(vektor transformisanih koordinata ili vektor normalnih
koordinata ili vektor modalnih koordinata) koji je sa vektorom pomeranja U u
sledecoj verzi (kljuéna zamisao je da se vektor pomeranja U izrazi pomocu
svojstvenih vektora @) n

* Vektor pomeranja se izrazava koo linearna kombinacija
amplituda svojstvenih oblika vibracija
U = Y = b.Y: (t) + lzraz predstavija lineamu transformaciju generalisanih
1ol koordinata
i=1 *  Matrica @ je nezavisna od vremena
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Modalna analiza

= U prethodnoj jednacini matrica ® je matrica svojstvenih oblika
(modalna matrica ili matrica transformacije)

b =[], P, Ps,...,D,] n— broj stepeni slobode

P11 P12 v Pin]
P21 P22 0 Pan

-¢n,1 ¢n,2 ¢n,n-

= Vektori brzine i ubrzanja mogu da se predstave na sledeci nacin

n n
U= oY= V() 0= &V = ) @,¥i(t)
i=1 =1

127



29.5.2026. Dinamika konstrukcija 128

Sistemi sa vise stepeni slobode

= Modalna analiza

= Unosedi izraze za U, U i U u diferencijaine jednacine kretanja i mnozedi
ih sa leve strane sa @7 sled

O"MPY + PTCPY + PTKDPY = ®TF

= gde su
Matrica Matrica
Matrica generalisanih generalisanih Vektor
generalisanih (modalnih) (modalnih) generalisanih
(modalnih) masa prigusenja krutosti (modalnih) sila

M=db"Md C=d'CdP K=d"Kd F=>TF

= Sada diferencijalne jednacine kretanja mogu da se zapisu u
sledecem oblikv ~
MY + CY + KY =F
= Matrice M i K su dijagonalne zbog uslova ortogonalnosti, dok matrica
C u opstem slucCaju nije...

M, 0 0 0 K, 0 0 0
_lo M, 0 o0 _ o K o o
M=1lo 0o -~ o K=o o 0

0 0 0 M, 0 0 0 K,



Sistemi sa vise stepeni slobode

* Modalna analiza 0 0 0

= ... medutim za sada se usvaja da je matrica € takva da jednacina € =
@7 CP predstavlja nacin njene transformacije na dijagonalnu matricu

= O definisanju matrice prigusenja bice reci kasnije

= Na ovaj nacin sistem od n simultanih diferencijalnih jednacina kretanja
se prevodi u sistem od n nezavisnih diferencijalnih jednacina po Y

= Dinamicke karakteristike sistema su generalisana masa, generalisana
krutost i generalisano prigusenje, a njegovo kretanje je opisano
modalnim koordinatama

= Diferencijalna jednacina kretanja i-tog tona (i-ta modalna jednacing;
videti naredni slajd) glasi

|—<>Y(I)
MlYl + ClYl + K;Y = F; i=1,23,...,n % L F;(1)
P ox o M

“gdesu M; = ®/M®; C(C;=®/CP; K,=P/Kb; F, =dF

Generalisana Generalisano Generalisana Generalisana
masa prigusenje krutost sila
i-tog tona i-tog tona i-ftog tona i-tog tona
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Modalna analiza
= Diferencijalna jednacina i-tog tona (i-ta modalna jednacinag)

n
\
U=®Y= ) &,Y,(¢)
2

n n n n
U=oY= Zd)iYi(t) » >MU+CU+KU=F= Z M®;Y;(t) + Z CP,Y;(t) + z K®,Y(t) = F
i=1 i=1 i=1 i=1

n
U=0aV=) &)
2040

n . n . n
@ -/ Y. MOTi(t)+ X, COYi(t) + X, K®Y(t) =F

®/MP; =0 @/CP; =0 &KP; =0 a j#i

®/MP;Y;(t) + &/ CP;Y;(t) + ®/Kd;Y;(t) = ®/F g ¢ [HO
K;

. . _’Fi(’)
MYy + CiYy + KiY = Fy . K
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Modalna analiza

= Po analogiji sa sistemom koji ima jedan stepen slobode kretanja
prigusenje raCunamo na sledeci nacin
Ci = Z(O)iMi
= Veza izmedu generalisane (modalne) mase i generalisane (modalne)
krutosti glasi
Ki = a)lel

= KoristeCi prethodne veze i deljenjem jednacine kretanja sa M; sledi
jednacina kretanja i-tog tona

. : F;
Y + 2¢w;Y; + w2Y, =—  i=123,...,n
M;
= Prethodna jednacina se reSava metodama opisanim za sisteme sa
jednim stepenom slobode kretanja (npr. za proizvoljno promenljivu silu
moze da se primeni numericka integracija)
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Modalna analiza

= Nakon resavanja diferencijalnih jednacina kretanja za svaki ton
posebno metodama koje se koriste za sistem sa jednim stepenom
slobode vektor pomeranja u osnovhom koordinatnom odreduje se na

sledeci nacin

U(t) = dY(t) = ZCDl-Yi(t)
i=1

= Ekvivalentno staticko opterecenje Fg(t) za analizu na statickom
modelu radi odredivanja uticaja glasi

F(t) = KU(t) = K®Y(¢) = KZ ®,Y, (1)
i=1
ili

Fz(t) = K®Y(t) = MPQY(t) = MZ ®;w?Y;(t)
=1

K® = M®Q




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Modalna analiza
* Pocetni uslovi

Up=DY, =Y, =P U, Uy=dY,=>Y,=o U,

ili
®"MU, = PTMPY, = MY, = Y, = M~ 1d"MU,
®"MU, = PTMPY, = MY, = Y, = M~ 1®o"MU,
= U okviru modalne analize moguce je proracunom obuhvatiti samo
odreden broj svojstvenih vrednosti, koje dominantno uticu na
odgovor, pa se na taj nacin dobija priblizno resenje u odnosu Nna ono

sa obuhvatanjem svih tonova u analizi ali se smanjuje obim numericke
analize

= Svojstveni vektori koji su orfogonalni na vektor opterecenja ne utiCu na
odgovor sistema

= Moze da se primeni za proizvolino promenljivo dinamicko dejstvo
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Modalna analiza
= Prigusenje

Kod klasicno prigusenih sistema podrazumeva se da je slican mehanizam
prigusenja raspodeljen po celoj konstrukciji (npr. visespratna zgrada sa slicnhim
konstrukcijskim sistemom i materijalom po celoj visini)

Klasicna matrica prigusenja predstavlja idealizaciju matrice prigusenja za
prethodno opisanu pretpostavku

Rayleigh-jevo prigusenje (proporcionalno prigusenje)
C= aoM + alK

S obzirom na to da je matrica prigusenja definisana kao linearna kombinacija
matrice masa M i matrice krutosti K za nju vazi uslov ortogonalnosti i moze da se
primeni u modalnoj analizi (klasicno prigusenje)

Za svaki ton vazi
C; = apM; + a4 K; C; = 2¢;w;M;

1 a
Odnosno relativno prigusenje i-tog tona glasi  {; = > (ﬁ + aq w;)
l
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Modalna analiza
= Prigusenje
= Rayleigh-jevo prigusenje

= Ako usvojimo za dva tonaiij vrednosti relativnog prigusenja ¢; i {; mozemo da
odredimo koeficijente ay i aq

1 . W;W; Ti¢; — T;¢;
) 155wifﬂ P = 2 G T ) = T T
—_ ] l 13 ]
N 1 a
) 2| L ] 1 _ Giw; — (jo;  1TT(Ti; — T:{;)
| Wj ] a; = W2 —w?: 1 T2 _ T2
i~ w; i — 1

= UsluCaju ¢=¢=¢

a = 20 wiw;  4md
0 Wi + (l)] Ti + T]
2 _{ T,
a, =

_a)i+a)j_ETi+Tj
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Sistemi sa vise stepeni slobode

» ol 3
<|; = U3
('rlk3
= M d I I. Golity 1, &
odalna analiza o I —
]\'2 —
o = H agm
= Prigusenje T G S, _
° ° ° e ° k. i
= Rayleigh-jevo prigusenje 1
o d S Rayleigh damping
G, = ay20, n20 2 -~
‘:n = al{"-‘;n":2 -7
e -7
y -
\ P
A% - -
b9 - -
s -
- "‘ b —
T T T T Ll - i _":
o, ®, @, @, ©, o,
Natural frequencies ©, Natural frequencies ©,

= Pretpostavka klasiCnog prigusenja nije odgovarajuca kod sistema koji imaju dva
ili vise delova sa bitno ralicitim nivoima prigusenja, kao npr. kod analize inteakcije
tla i konstrukcije (u tlu ekvivalentno viskozno prigusenje iznosi 15% - 20%, a u
konstrukciji 3% - 5%) ili kod sistema sa specijalnim uredajima za disipaciju energije
il kod sistema sa baznom izolacijom




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Modalna analiza
= Pregled faza proracuna

Formiranje matrice masa (dijagnalna matrica) i matrice krutosti (kondenzovana matrica
krutosti) MDOF sistema

ReSavanje problema svojstvenih vrednosti MDOF sistema (svojstvene kruzne frekvencije i
svojstveni oblici vibracija)

Odredivanje matrice prigusenja MDOF sistema (Rayleigh-jevo prigusenje)

Formiranje modalnih jednacina i njihovo reSavanje metodama za sisteme sa jednim
stepenom slobode kretanja

Odredivanje odgovora MDOF sistema kombinujuci rezultate iz modalnih jednacina koristeci

izraze i zn: zn:

U(t) = ®Y(t) = ) @;Y;(t) Fg(t) = K®Y(t) =KU@) =K ) @;Yi(t) ili Fg(t)=M ) @;w?Y;(t)
i=1 : i=1 : i=1

= Modalna analiza moze da se primeni za proizvoljno promenljivo dejstvo

= § obzirom na to da se kod modalne analize odgovor odreduje za svaki ton
posebno (sistem sa jednim stepenom slobode) ona moze da se
kombinuje sa spekirom odgovora i na taj nacin moze da se resi problem
kod sistema sa vise stepeni slobode izlozenog dejstvu zemljotresa
definisanog preko spekira

= Metoda je zasnovana na principu superpozicije pa se upotrebljava samo
za linearno-elasticne sisteme



Sistemi sa vise stepeni slobode

= Direkina numericka integracija

= Naziv znaci da se pre izvrsavanja numericke integracije ne vrsi nikakva
transformacija jednacine kao kod modalne analize pri Cemu su
obuhvaceni svi stepeni slobode (svi tonovi)

= Moze da se primeni za odredivanje odgovora za proizvoljno
dinamicko dejstvo

= Postupak je analogan postupku kod sistema sa jednim stepenom
slobode (U tfom delu prezentacije dato je izvodenje)

= Newmark-ov postupak sa konstantnim ubrzanjem
= Postupak proracuna (indeksi: p — poCetak intervala i k — kraj intervala)

= Samo jednom na pocetku

= Formiranje matrice krutosti K, matrice mase M, matrice prigusenja C (npr.
Rayleigh-jevo prigusenje) i vektora opterecenja F(t) dinamickog modela

= Zadati su pocetni uslovi, j. vektori Uy i U,
= Na osnovu pocetnih uslova odreduje se vektor poCetnih ubrzanja

UO - M_l(FO — CUO - KUo)

= Usvajanje koraka integracije 4t (bice komentarisano kasnije)
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Direkina numericka integracija

= Newmark-ov postupak sa konstantnim ubrzanjem

= Postupak proracuna (indeksi: p — poCetak intervalai k — kraj intervalq)
= Samo jednom na pocetku
= QOdredivanje zamenjujuce krutosti

K=K+ ki M + - C
B At? At
= Za svaki korak numeriCke integracije
= Odredivanje vektora zamenjujuceg opterecenja

_ 4. .
F = Fk—Fp+M(EUp+2Up)+2cup

= ResSavanje sistema algebraskin jednacina (dekompozicija zamenjujuce matrice
krutosti jednom na pocetku proracuna kod linearno-elasti¢nih sistema)

KAU = F
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Direkina numericka integracija

= Newmark-ov postupak sa konstantnim ubrzanjem

= Postupak proracuna (indeksi: p — poCetak intervalai k — kraj intervalq)
= Za svaki korak numeriCke integracije
= Odredivanje vektora pomeranja, brzine i ubrzanja

U, = U, + AU

) 2 )
U,=—AU-U
k7 At p

— ﬁp ili Uk = M_l(Fk — CUk - KUk)

= Bezuslovnho numericki stabilna metoda

140



Sistemi sa vise stepeni slobode

= Direkina numericka integracija

= Napomene o metodama numericke integracije
= |skustvo pokazuje da je za odgovarajucu tacnost potrebno usvaijiti

At < T, /10

= Prethodni uslov mora biti ispunjen za sve tonove koje zelimo sa dovoljnom
tacnosc¢u da obuhvatimo pri analizi

= Tacnost se povecava smanjivanjem vremenskog intervala At

= Kod izbora trajanja intervala At tfreba uzeti u obzir i viemenski tok dinamickog
opterecenja jer u proracun ulaze samo veliCine opterecenja na granicama
izmedu intervala. Interval se bira na takav nacin da se promene(lomovi, vrhovi i
sl.) opterecenja podudaraju sa granicama intervala

= Kod zemljotresnog opterecenja, gde su vrednosti akcelerograma date obic¢no u
intervalima izmedu 0.005 s do 0.02 s, obi¢no se taj interval uzima za interval
numericke integracije u prakticnim proracunima tako da je zadovoljen prethodni
uslovi




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Odredivanje uticaja v elementima konstrukcije

= Nakon odredivanja generalisanih pomeranja u Cvorovima na
dinamickom modelu U, (b — bitni stepeni slobode) koji ima manje
stepeni slobode od statickog modela odredivanje uticaja u
elementima konstrukcije moze da se sprovede na dva nacina:

= Prvi nacin

= Odrede se ostala generalisana pomeranja na statickom modelu pomocu izraza U, =
— KKy, Uy,

= Koristeci vezu izmedu generalisanih sila u ¢vorovima elementa i generalisanih
pomeranja ¢vorova elementa preko matrice krutosti odreduju se generalisane sile u
cvorovima elemenata pomocu izrazd Rejementa (t) = Kelementa@(t) elementa | NOkON toga
mogu da se odrede uticaji unutar elemenata konstrukcije

= Drugi nacin

= QOdredi se ekvivalentno staticko opterecenje pomocu izraza
Fz(t) = KU, (t) nakon cega se na statiCkom modelu odreduju uticaji u elementima
konstrukcije

= Racunarska implementacija
= Metoda konacnih elemenata
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Proizvoljno pomeranje osnove (zemljoires)

= U opstem sluCaju diferencijalne jednacine &
kretanja glase

=

e |

NC

MU+ CU+ KU =F o
e oon 1€

= Veze izmedu apsolutnih i relativnih
pomeranja pri pomeranju osnove glase :

Ya2

1¢

Ugr = Uy T Ug { : -JI 7k>| 1;' ” 7F>|u
Ugy = Uppy + U —— ’ ’ ’
az r2 t ? | O Komentari:
- e i [ * Ravanski sistem
odnosno u matricnom obliku : / + Translatorno pomeranje osnove
U,=0U,+0U; > | « Svi oslonciimaiju isti viemenski tok
’ :O pomeranja
= gde je _i'/ - Svi dinamicki stepeni slobode
<> pomeranja su U istom pravcu kao
U = 1u, By i pomeranije tla

° o e ~ . t rl
= Prethodni izraz vazi za slucqj *I u,ﬂ"l
izbora stapeni slobode kao na
slici i pobudivanja samo u pravcu stepeni slobode kretanja masa

1=1={1 1}7
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Proizvoljno pomeranje osnove (zemljoires)
= U opsStem slucaju
Ut - lllt
= gde je u; vektor koji sadrzi komponente pomeranja tla u prostoru, al
je vektor uticajnih koeficijenata koji predstavljaju pomeranje krute

konstrukcije, kruto ukljestene u tlo, kod jediniCnih pomeranja tla u
pojedinim pravcima

Prinudno pomeranje v horizontalnoj i Prinudno pomeranje v x pravcu
vertikalnoj ravni Prinudno pomeranje u x pravcu = A g \6
' i 0] 4 '\
6/ 1‘0 L T u, ] —/_:\ i ’ 1 ’
L 0 0 Il % : 2 ¥ Sy - — -
: i iy 4 4 .
7 R g iy Gl Uy S [ U]
__/_ g g % — 1 Uy
2 i 9
x2 e Sl W) =fhtud =% fu =|0 -5
x 1 0 B Y ! t t 0 tx 0 l
1 u N u ’
— 0.7 - u" /‘5" u 0 0 :
u ty T X <>t . 1 u
Iutx 0 0 txtpra] o ; O_J 0 0 otx
1 0 uty un‘ = L -
o 1 o . . . Wlel®fu o9
[0 0 o Prinudno pomeranje pod uglom od 45 t ) b A
0 0
(" = 10.707 0.707 0.707 0.707 0 0] : ;




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Proizvoljno pomeranje osnove (zemljoires)

= KoristeCi prethodne veze, analogno kao kod sistema sa jednim
stepenom slobode kretanjq, sledi

MU, + CU, + KU, = 0
= gde je U, vektor apsolutnih ubrzanja, U, vektor relativin brzina i U,
vektor relativnin pomeranja. Prvi sabirak u jednacini kretanja je vektor

inercijalnih sila, drugi sabirak je vektor sila unutrasnjeg viskoznog
prigusenja i treci sabirak su sile elasticnog ofpora

= Sredivanjem se dobija (U, = U, + Uy)

MU, + CU, + KU, = —MU,
Sl ) . .
MU, + CcU, + KU, = CU, + KU,

= gde izrazi na desnoj strani prethodne dve jednacine predstavljaju vektor
efektivnih sila zemljotresa

= Prva od prethodne dve jednacine se koristi u praksi jer je seizmiCko
dejstvo obicnho zadato u vidu vremeske istorije zapisa ubrzanja tla
(akcelerogram)
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Proizvoljno pomeranje osnove (zemljoires)

Vremenska
promena
MU, + CU, + KU, = —M1ii; = p,ss
m v
O O > /N N ug(O
m .
O O > -1 11 (1)
j'g
m )
O O - -1, ug(t)
77 77 77 7777, Frostomo
distribucija
= 1 _(1 : efektivnin sila
g() Stationary base zemljofresa




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Proizvoljno pomeranje osnove (zemljoires)

= Vremenska analiza odgovora (akcelerogram)
= Modalna analiza

/Ml

Y + 2{w;Y; + w?Y = — e i=123,..,n  Pesr = —Mlii,
[

= Svaka modalna jednacina se reSava numerickom integracijom kao kod sistema sa
jednim stepenom slobode. Ukupni odgovor se odreduje na nacin opisan u delu
prezentacije pod naslovom Modalna analiza

= Direkina numericka integracija
MU, + CU, + KU, = —Mlii,

= Primenjuju se metode numeriCke integracije ranije opisane za odredivanje odgovora
usled proizvolino promenljivog dinamickog dejstva
= Resenja odredena modalnom analizom ili direktnom integracijom za
proizvoljno promenljivo dinamicko dejstvo (npr. akcelerogram)
medusobno su ista, naravno ako su modalnom analizom obuhvaceni
svi tonovi dinamickog modela




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Primena spekira odgovora

= Spekiralna analiza odgovora

= S obzirom na to da se kod modalne analize odgovor odreduje za svaki fon
posebno (kao da je sistem sa jednim stepenom slobode) ona moze da se
kombinuje sa spektrom odgovora i na taj nacin moze da se resi problem kod
sistema sa vise stepeni slobode izlozenog dejstvu zemljotresa definisanog preko
spektra odgovora

= Nazivi koji se koriste:
= Modalna analiza sa spektrima odgovora
= Modalna spektralna analiza
= Spekiralna modalna analiza
= Multimodalna spektralna analiza
= Modalna seizmicka analiza spektralnom teorijom
= Spektralna analiza odgovora
= Spektralna analiza

= Osnovni (referentni) nacin za odredivanje uticaja usled seizmickog dejstva
prema EN 1998-1 je modalna analiza u kombinaciji sa metodom spektra
odgovora koji moze da se primeni za sve konstrukcije na koje se odnosi EN 1998-1
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Primena spekira odgovora

= Spekiralna analiza odgovora
= Jednacina kretanja i-tog tona glasi (modalna analiza)

ofmi
M, iy i=1,23,...,n

Vi + 200Y; + oY = —

= Zbog male razlike u veliCini perioda (kruznih frekvencija) prigusenih i neprigusenih
vibracija za vobi€ajene gradevinske konstrukcije (0.0 < (<0,2; w; = w) resenje
primenom Duhamel-ovog integrala za i-fi ton glasi

t
d Ml L; D;(t) D;(t)
l . — — . l l l
Y;(t) = — it, (1)e S Dgin[w(t — 1)]dT = — =T
w;M; M; w; w;
0
= gde je faktor Komentar:
L (I)TMl I; - naziv u literaturi je modalni faktor participacije (ucesca) i-tog
i i tona. Naziv nije prikladan jer asocira na to da I; predstavlja meru
i — = ucesca i-tog tona u ukupnom odgovoru MDOF sistema, a to nije
Mi Mi tacno jer I; zavisi od normalizacije svojstvenog vektorai ne

predstavlja meru bilo koje modalne koliCine.

U slucaju ortonormiranja M; = 1= I; = L; = &Ml




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Primena spekira odgovora

= Spekiralna analiza odgovora

= Maksimalna vrednost kolicnhika D;(t)/w; U prethodnom izrazu (po analogiji sa
sistemom sa jednim stepenom slobode kretanja) jednaka je odgovarajucoj
veliCini na spektru relativnin pomeranja D;(t)
= Sai = Sa(w;, §)

Wi
max

= Sada maksimalna velicina Y; i-tog tona iznosi
Yimax = liSai

= Vektor maksimalnih relativnin pomeranja i-tog tona u osnovnom koordinatnom
sistemu dobija se tfransformacijom
Sovi Sy ai
pVi pai
Ui,max = q)iyi,max = ®;[;Sy = PI; = @;[; >
= Vektor maksimalnih unutrasnjin sila i-tog tona (ekvivalentno statiCko opterecenje

koje se koristi za odredivanje odgovora na statickom modelu) u osnovnom
koordinatnom sistemu dobijamo transformacijom (Fg(t) = M Z?zl ®,wlY;(t))

FEi,max — Mq)inspai




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Primena spekira odgovora

= Spekiralna analiza odgovora

= Sile odredene prethodnim izrazom nazivaju se seizmicke sile i-tog tona i koriste se
kao ekvivalentno statiCko opterecenje u daljoj statickoj analizi sistema

S; = FEi,max = Mq)i[ispai

= Krajnji (ukupni) odgovor sistema kod primene spekira odgovora dobija se
kombinacijom odgovora odredenih za pojedine tonove. Posto se, u opstem
slucaju, maksimalne vrednosti odgovora za pojedine tonove javljaju u razlicitim
vremenskim frenucima ukupni odgovor se odreduje priblizno. Iz spekira
odgovora ne mozemo dobiti informaciju kada se javlja maksimalni odgovor

= Pri kombinovanju maksimalnin modalnih odgovora uvode se odredene
pretpostavke...
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Primena spekira odgovora

= Spekiralna analiza odgovora

= Ukupna smicuca sila V;, u osnovi konstrukcije, i-tog tona (tzv. bazna smicuca sila
i-tfog tona) u pravcu u kome je aplicirano ubrzanje tla jednaka je sumi svih

seizmickih sila za i-ti ton (S; = M®;[;S,4;; L = @ ML I; = ﬁ)

L; L%
Vpi = SLTl - (D?Mlﬁlispai = ﬁlispai = mispai

= gde je m; efekfivna (modalna) masa i-tog tona (predstavlja deo od ukupne mase
dinamickog modela koja se angazuje (ucestvuje) ui-tom tonu)

= Suma efektivnih masa svih tonova vibracija jednaka je ukupnoj masi dinamickog

modela
n n
*
Jj=1 Jj=1




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Primena spekira odgovora

= Spekiralna analiza odgovora
= Neke od mogucnosti za kombinovanje modalnih odgovora

= SRSS (eng. square root of sum of squares)

= Pretpostavika da su vibracije razmatranog sistema u pojedinim fonovima
statisticki nezavisne. Ova pretpostavka je uglavnom odgovara slu€ajevima kada
periodi vibracija pojedinih tonova nemaju priblizno jednake vrednost (npr. prema
EN 1998-1 T; < 0,9T;; pretpostavka T; < T;)

= CQC (eng. complete quadratic combination)
= Prevazilazi ognanicenja SRSS nacCina kombinovanja (ako postoje i relativho bliski
tonovi (sa bliskim svojstvenim periodima ili frekvencijama), postupak modalnog
kombinovanja CQC daje realnije rezultate)
8y (BTG +;)B%?

pi; koeficijent korelacije i-tog i j-tog tona (vrednosti .. =
) U A= B+ 4R+ B2 + 4G + Q)R

su izmedu 0i 1) zavisi od odnosa svojstvenih kruznih
frekvencija i od prigusenja) pri Cemu postoje razliciti B = @
predlozi za njegovo odredivanje, a jedan od njih je B wj
r= rlpljrj
i=1 ] =1 8(2(1 +ﬁ)ﬁ3/2

Ako je prigusenje jednako za sve tonove  p;j = A=) + 42p( 1 B2
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Primena spekira odgovora

= Spekiralna analiza odgovora

= Kombinovanje modalnih odgovora
= WVAZNO PRAVILO!M
= Primenom bilo koje od metoda kombinovanja mogu se kombinovati samo
konacne veliCine odredene za pojedine tonove
= Nije pravilno pomocu vec¢ kombinovanih veli¢ina raCunati nove velicine
= Postupak analize
= Za svaki ton posebno, odrede se seizmicke sile koje deluju na konstrukciju

= Za svaki ton posebno, apliciramo njegove seizmicke sile na konstrukciju i
statickom analizom odredimo odgovor (generalisana pomeranja i sile u
presecima)

= Na kraju, kombinujemo veliCine izracunate za svaki ton posebno nekom od
metoda

= Nije pravilno ako bismo seizmicke sile svih fonova prvo kombinovali medusobno
pa tek onda odredivali odgovor sistema. Na taj nacin se gube predznaci sila koje
deluju na konstrukciju




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Primena spekira odgovora
= Spekiralna analiza odgovora

<+—> =mmm |

= Konstrukcije visokogradnje simetricne v osnovi - ravanski model
= Seizmicko dejstvo u pravcu stepeni slobode kretanja masa pa je vektors = {1}

= Faktor T n
Li @®M1_ Xj_,¢i;m

L . . n 2 m.
M; M; j=1 P ™My

= gde se indeks i odnosi na ton, indeks j na stepen slobode kretanja mase (sprat) i
n je broj stepeni slobode kretanja (broj spratova)

= Kod ortonormiranih svojstvenih oblika generalisana masa ima vrednost 1
= Sada seizmicka sila i-tog tona i j-tog stepena slobode (j-tog sprata) glasi
(Si = FEi,max = M¢iGSpai)
Sij = mjd; iliSpai

= Pomeranje u i-tom TOHLSJ J-tog s’re?eno slobode (j-tog sprata) glasi
(Uimax = ®iliSai = ®ili—~ = ®ili—7)

a)iz S ] ‘I’,Z
pat 1

u,, — . . y  — . . y  — .

ij — ¢l,]}l 2~ ¢l,]1l ) Spal

l



Sistemi sa vise stepeni slobode

= Primena spekira odgovora

= Spekiralna analiza odgovora PR

= Konstrukcije visokogradnje simetricne u osnovi - ravanski sistem
= Ako sumiramo sve seizmicke sile za i-fi ton sledi

_ *k
Si = M;Spai

= gde je m; efekfivna (modalna) masa i-tog tona (predstavlja deo od ukupne mase
dinamickog modela koji se angazuje (ucestvuje) u i-tom svojstvenom obliku)

n 2 2
=0y guymy = by L
j=1 ’ }1=1¢Um] Ml

= Suma efektivnih (modalnih) masa svih tonova vibracija jednaka je ukupnoj masi
dinamickog modela

n n
*—

. mi—z. my

j=1 j=1




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Primena spekira odgovora

= Spekiralna analiza odgovora

= Konstrukcije visokogradnje simetricne u osnovi - ravanski sistem
= lzraz S;; = mj; ;I:Syq; MoOZe da se prikoie i na sledeci nacin

=1 ®iym; (Z =1 ¢umj) bijm;

J JLj n pai — n . Cpal
=1 ¢l,1 m; J=1 ¢i,j m; Jj=1 ¢1J m,
¢. “m
i
= odnosnosledi  S;j = S; =g I_d
j=1Pijm;

= Konstrukcije visokogradnje nesimetricne v osnovi - nesimetricne zgrade

= Kod nesimetri¢nih konstrukcija javlja se torzija koja moze priblizno da se obuhvati pomocu torzioninh
momenata koji se odreduju kao proizvod seizmiCke sile i statiCke ekscentricnostiizmedu centra krutosti i
centra mase

= Torzija moze da se javii kod simetriCnih sistema zbog netacnosti u izvodenju, neravnomerne raspodele
masa i razlicitih prinudnih pomeranja u pojedinim delovima osnove. S obzirom na to, propisima su
definisani slucajni ekscentriciteti

= Kod nesimetricnih konstrukcija transatorne i torzione vibracije su spregnute sto rezultira u dinamickim
ekscenftricnostima koje mogu biti mnogo vece od statickin

= Kod nesimetricnih sistema preporucuje se primena prostornin dinamickinh modela
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Modalna analiza... drugi pristup

= Modalna ekspanzija vektora pobude

= Razmatra se sluCaj opterecenja pri kome sve sile p;(t) imaju istu vremensku promenu
p(t), a njihova prostorna raspodela se definisSe se vektorom s koji je nezavisan od

vremena
p(t) = sp(t)
* Cenfralna ideja je da vektor s moze predstaviti u zavisnosti od N fonova na sledeci
nacin

N N
s = Z s, = Z LMo,
r=1 r=1

= Mnozedi prethodnu jednacinu sa leve strane sa @I i vodecdiracuna o uslovu
orfogonalnosti (®IM®, = 0 samo za r = n), sledi

Komentar:

T
Cpn S Tkz. Modalni faktor participacije. Naziv nije prikladan jer navodi na
n=— 5. zakljuCak da I, predstavlja meru uc¢esc¢a pojedinog tona u ukupnom
Mn odgovoru, a to nije tacno jer zavisi od normalizacije oblika vibracija

= Doprinos n-tog tona vektoru s iznosi s, = I, M®,, komentar:
Ne zavisi od normalizacije
oblika vibracija
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Modalna analiza... drugi pristup

= Modalna ekspanzija vektora pobude

= Ako zamislimo da na sistem deluju inercijalne sile tada jednacinus = ¥M_; s, =
YN_. .M®, mozemo shvatiti kao ekspanziju raspodele ukupnih sila koje deluju na sistem
preko sila koje deluju u pojedinim tonovima

= |nercijalne sile n-tog tona glase
(f)n=—MU, = —Ma, Y,

= pri c¢emu je njihova prostorna raspodela data sa M@, odgovara prostornoj raspodeli s,

= Prva karakteristika vektora s, p(t) moze da se dobije ako se napise izraz za
generalisanu silu r-tog tona

P.(t) = & 's,p(t) = L,(PFMP,)p(t)

= Ibog uslova ortogonalnosti (®FMa®,, = 0 samo za r = n) vektor s, p(t) prouzrokuje
odgovor samo za r = n, 1. samo u n-tom (,,svom*) tonu

Pn(t) - I—'n(db,’{MCDn)p(t) = rnan(t)
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Modalna analiza... drugi pristup

= Modalna ekspanzija vektora pobude

= Druga karakteristika koja proizilazi iz ekspanzije vektora pobude je da odgovor n-tog
tona zavisi samo od vektora sila s, p(t). Izraz za generalisanu silu moze da se napise na
sledeci nacin

P,(t) = &1 p(t) = & sp(t)

= odnosno koriste¢is = YN_ s, = YN [ M@, sledi
N

Pu(0) = ) [(OIM&)p(0)

r=1

= odnosno zbog uslova ortogonalnosti (@IMa, # 0 samo za r = n) sledi

Pn(t) = rn(d);{M(pn)p(t) = Fnan(t)
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Modalna analiza... drugi pristup

. . P, IyMyp(t) .
Vo + 20p0nYn + 03y = 2= M: =Lpt) /I

ijn + Z(nwnDn + wrzan = P(t) Y, =1,D,

= Prethodna jednacina se moze interpretirati kao jednacina kretanja za SDOF
sistem sa jediniChom masom

= Doprinos n-tog tona u vektoru ukupnog pomeranja glasi
u,(t) = &,Y, = I,&,D, (1)

= Ekvivalentno staticko opterecenje n-tog tona glasi f,,(t) = w2M®, Y, (t), odnosno
koristeCi izraz u,, (t) = &,Y,,(t) = L,9,D,,(t) i s, = M, sledi

f,(t) = w121M¢nYn(t) — (‘)‘rzzMun(t) - wrlern(ann(t) — Sn[w%Dn(t)]

s, — modalni staticki deo odgovora
[w2D,,(t)] — vremenski (dinamicki) deo odgovora
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= Modalna analiza... drugi pristup

= Doprinos n-tog tona bilo kojoj
veliCini r koja se odreduje moze da
se napise na sledeci nacin

(t) =13 [wi Dy ()]

3t — modalni staticki deo odgovora usled s,

= Kombinovanjem odgovora iz svih
tonova odreduje se ukupni odgovor

N N
r© =) m®) = ) n [0EDy(0))
n=1 n=1

Dinamika konstrukcija

Sistemi sa vise stepeni slobode

162

Mode

Static Analysis of

Drynamic Analysis of

Modal Contribution to

Strueture SDF System Dynamic Response
Forces
51
Unit
mass
fu] D) .
1 § () =rf [wr 1]
J"Tt oy, b
4
T T
Forces
]
Unit

it

T o T

mass

pli) Dyin)
. G

ralf) =rg [m_? Ds(0)]

Forces
sy

)

i

T, oo T

Unit
55

ma
U] Dy
ey, C}'

ra() = rf [ D]

Total response

"0 =L 1,0




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Proizvoljno pomeranje osnove (zemljoires)

= Vremenska analiza odgovora (akcelerogram) s = Ml
= Modalna analiza... drugi pristup p(t) = i,
= Prostorna raspodela efekfivne sile zemljotresa p(t) = p.rr = —Mlii, glasi
N N L, = Ml
of's oMl L, ™ n
Ml=s= Sp = LM, I, = = =
M, M, M,
n=1 n=1

M, = dTMo,

Doprinos n-tog tona u vektoru s = Ml glasi
s, = ,M®,
Modalne jednacine
Yn + 2znO‘)nYn + w%Yn = ILp(t) = -,

D, + 2w, D,, + w2D, = —ii, Y, =I,D,
Doprinos n-tog tona u pomeranju i ekvivalentno staticko opterecenje glase

un(t) = .Y, = rnchDn(t) fn(t) = Sp [w%Dn(t)]




Sistemi sa vise stepeni slobode

= Proizvoljno pomeranje osnove (zemljoires)
= Vremenska analiza odgovora (akcelerogram)

Modalna analiza... drugi pristup

Doprinos n-tog fona bilo kojoj veliCini r koja se odreduje moze da se napise na sledeci
nacin
1, (t) = rTftAn(t) gde je pseudo-ubrzanje A, (t) = a),%Dn(t)

StatiCko pomeranje usled s,, (uvrstavanjem s,, = I, M@, i korisCenjem K&, =
wiM®,) glasi

t t -1 Iy
Ku) =s,=>u =K '(I;,M®,) = — Dy
wn
odnosno uvrstavanjem prethodne jednacine u r,(t) = 154, (t)sledi

I
u,(t) = w_nqunA(t) = [P, Dy (¢)
Ukupni (totalni) odgovor r(t) = ¥N_. r,(t) = ¥N_, 13t [w2D,(t)] glasi
N N
TGEDRNOEDWENNG

n=1 n=1
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Sistemi sa vise stepeni slobode

Forces
= Proizvoljno pomeranje »
osnove (zemljotres) 1 e n0=rt 40
= Vremenska analiza o o . i
odgovora (akcelerogram) —
= Modalna andliza... drugi pristup :
= Konceptualno objasnjenje i A rmrt i
= Spekiralna analiza odgovora e o
= Modalna andliza... drugi pristup - . — 0
= Ekstremna vrednost odgovora
— .St
Tho = Tn Spa
= Prorac¢un odgovora po tonovima
i kombinovanje modalnih odgovora s
se vrsi kao §to je ranije objasnjeno w
U spektralnoj analizi odgovora
Al
N . ) = Apdi)
i e
wm T T i)

Total response 1) =}i]r',_.(r:|
n=




Sistemi sa vise stepeni slobode

* Metoda konacnih elemenata

= Raspodela pomeranja, brzine i ubrzanja u polju KE, u zavisnosti od
pomeranja, brzine i ubrzanja u ¢vorovima KE (videti Metoda konacnih
elemenata deo |, A. Raseta i Metoda konacnih elemenata deo |l, A.
Raseta, I. Dzolev) glasi

u=Nd u=Nd ii=Nd
= Inercijalne sile i sile unutrasnjeg viskoznog prigusenja KE glase
o%u ou p — gustina

—p otz —pNd _CE = —cNd ¢ — koeficijent prigusenja

= Princip virtualnog rada glasi (jednacina opterecenog KE)

jNgqbd5+jNquV —;jNTdeVd'HJ NTcNdV d+ R

5d” j B'DBdV d = §d”
14

SCI %4 ! % !

- —— e o o o -

Vektor ekvivalentnog inercijalnog optere¢enja  Vektor ekvivalentnog optereéenja sila prigusenja
= gde su konzistentna matrica mase i konzistentna matrica prigusenja KE

My = fNTdeV CKE = fNTcNdV
v v




Sistemi sa vise stepeni slobode

* Metoda konacnih elemenata

= Konzistentna matrica mase konac¢nog elementa

= Ako usvojimo iste interpolacione funkcije kao za statiCku analizu (videti Metoda
konacnih elemenata deo |, A. Raseta i Metoda konacnih elemenata deo I, A.
Rasetq, |. Dzolev) dolazimo do konzistenthe matrice mase za linijski konacni
element (prost Stap i greda ik)

156  22L 54 —13L 156 —22L 54  13L

_pALt1140 70 m. - PALl 220 4> 13L 317 m. = PALl-22L 41> -13L 317
M=%20l70 140 XY 7420 54 13L 156 —22L X=Z 7420 54 —13L 156  22L
—13L —31%2 —22L 4l? 13L =312 22L  4l2

Komentari:
* Sa matricom direktno koncentrisanih masa, u pricipu, dobijamo nize vrednosti svojstvenih frekvencija u odnosu na model sa konzistentnom

matricom mase, a takode i nize od tacnih vrednosti
» Sa konzistentnom maftricom mase dobijamo, u principu, vise vrednosti svojstvenih frekvencija u odnosu na tacne vrednosti

= Napomene
= Dijagonalizacija konzistentne matrice mase je od interesa...
= Row-sum-lumping(diagonalization)
= Hinton-Rock-Zienkiewicz (HRZ) method

= Kombinacijom matrica direktno koncentrisane mase i konzistentne mase, u
principu, mogu da se dobiju vrednosti svojstvenih frekvencija koje su blize tacnim
U odnosu na modele sa direktno koncentrisanom masom i konzistentnom
masom...
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Slobodne neprigusene vibracije sistema sa dva stepena

slobode kretanja (2DOF) Rigid beams
. " . v . )
= Diferencijalne jednacine kretanja A I
ky

é T " O = U]
7 m
5_\%_ iy —\M]fvb_ o k, = Story stiffness
é 4 V728 V24

mp 0 ][ ki +ky —ky|)ui| (0
0 mz] Liig}+|: —ky kg]{ug}_{o}

= Frekventna jednacina

1

det(K — a)zM) =0 a=mqm,
ki1 k12‘ [m1 0 ] 2 b = —(kyymy + kyymy)
—A =0 aA*+bA+c=0
”k21 koo 0 m, c = kyi1kyy — k%z

—hF h2 — ki, = kyq
_ b+Vb 4dac (1)1,2:@

1,2 —
’ 2a
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Prinudne neprigusene vibracije 2DOF - dinamicki amortizer
(Tuned Mass Damper; TMD)

= Diferencijalne jednacine kretanja

Komentar: Rigid beams
Kruzna frekvencija harmonijske sile je obelezena sa @ O = Uy
)
ky
;, ’—|> U '—¢> [2%) )
. ()

; - D, SiN O Po SN 0 \_211 = Uy
7 )
;M— my — 3 — "M ky = Story stiffness
; k ky
éWWW%QWW%Z% 77 77

e

mi 0 rifil k1—|—k2 —kg ur | _ ) Po .
8 m [ T e

= ReSenje se frazi u obliku (ustaljeni odgovor; steady-state response)

ui() | _ Juio |
{uz(t)}_{uzo}sma)t
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Sistemi sa vise stepeni slobode

= Prinudne neprigusene vibracije 2DOF (TMD)
= Uvrstavanjem prethodnog resenja u jednacine kretanja sledi

kl‘l‘kZ_mlw2 _k2 Ui __ ) Po HH Kk — 2 Iulo}_lpf}}
[ —ky kz—mzwz]{uza}_{()} i [k—w'm] uzpo | | 0

= odnosno sledi
Uio | _rp 2171 ) Po Uio | _ 1 ko — mpw® k2 Po
{ugo}_[k w'm] { 0 } {uzo}_det[k—wzm] |: ko ki +ky —mw® || 0

Frekventna jednacdina (odredivanje svojstvenih kruznih frekvencija w; i w,): det[k — a)zm] =0

Determinanta u funkcili w; i w,: det[k — w’m| = mmy(w? — w?)(w? — wb)

etk — myw?); pok
Upo =

mimy(@? — w?)(w? — )

= Ako se parametri sistema odaberu tako da vazi w? = k,/m, vibracije
mase m, Na koju deluje harmonijska sila ¢e se postepeno eliminisati
Komentari:

+ Kruzna frekvencija harmonijske sile je obelezena sa w
+ Svojstvene kruzne frekvencije su obelezene sa w, i w,




Dinamicka analiza MU+cU+KuU=F

RESENJE HOMOGENOG SISTEMA

PROBLEM SVOJSTVENIH VIBRACIJA

» Svojstvene vibracije (oscilacije) bez (za
prakfiCne proracune najcesci slucaj) i sa
prigusenjem

» Postoje brojni postupci za resavanje
problema svojstvenih vrednosti

* Racunarska implementacija

Dejstvo _
Cvor \ N b
Masa ) F,(t) ]
Konaéni \ Fy(t) '
element\ *—o—o o S
[ )
Konturni ! b ]
uslov \
[ )
L e L

RESENJE NEHOMOGENOG SISTEMA

DIREKTNA NUMERICKA INTEGRACIJA

Vremenska analiza odgovora

» Primena kod linearnih i nelinearnih analiza

* Primena kod svih sistema bez obzira na broj stepeni slobode i za
proizvoljno dinamicko dejstavo (npr. prinudno pomeranje osnove usled
zemljotresal)

» ResSenja se odreduju samo u odredenim diskretnim frenucima vremena

» Primenjuju se razlicite metode numericke integracije (eksplicitni, implicitni
i eksplicitno-implicitni postupci): Metoda centralnih razlika, Newmark-ov
B postupak, Hilber-Hughes-Taylor-ova metoda, Bossak-ov aB postupak,
Houbolt-ov postupak, Wilson-ov postupak, itd.

* Racunarska implementacija

MODALNA ANALIZA

« Sistem simultanih diferencijalnih jednacina moze se transformisati u
sistem medusobno nezavisnih jednacina. Da bi jednacine postale
nezavisne matrice M, K'i C moraju biti dijagonalne (za dijagonalizaciju se
koristi uslov ortogonalnosti modalnih vektora, a to znaci da je pre
pocetka analize neophodno resiti svojstven problem bez prigusenja)

* Modalnih jednacina ima onoliko koliko ima stepeni slobode (svaka
jednacina odgovara odredenom tonu vibracija)

« Odgovor se odreduje za svaku jednacinu postupcima za sistem sa
jednim stepenom slobode, a ukupni odgovor dobija se superpozicijom
odgovora po tonovima

 Primenjuje se u okviru linearno-elasticne analize

* Vremenska analiza odgovora: proizvoljno dinamicko dejstvo (npr.
prinudno pomeranje osnove usled dejstva zemljotresa)

» Spekiralna analiza odgovora: modalna analiza u kombinaciji sa
spektrima odgovora (modalna spekiralna analiza)

* Racunarska implementacija




Modeliranje - napomene

Linearna seizmicka analiza

Tacnost je uslovljena tacnoscu pojedinih faza, tj. prvenstveno zavisi od tacnosti najmanje tacne
faze u postupku proracuna

Nivo tacnosti zemljotresnog dejstva? Slozen dinamicki model nema smisla jer se ne
_Nivo tacnosti opisa ponasanja? mogu popraviti rezultati
Cesto na odgovor utice samo nekoliko
najnizih frekvencija Dinamicki model je jednostavniji od statickog
Krutost, sile u presecima (u funkcijiizvoda Inercijalne karakteristike i pomeranja
pomeranja) i naponi konstrukcije
Slozeniji (,tacniji**) matematicki model Jednostavniji matematicki model

Staticka analiza
Slozeniji (,,tacniji**) model
Optimalno
Dinamicka analiza
Jednostavniji model




Modeliranje - napomene

Slozeniji staticki model

Eliminacija nebitnih stepeni slobode

Postupak staticke : h . )
pomeranja koji su najcesce vezani za

kondenzacije : y )
male inercijalne sile
Jednostavniji dinamicki NAJCESCE U SVAKODNEVNOJ PRAKSI
model » Diskretni model (koncentrisane mase i

zanemareni maseni momenti inercije)

* Inercijalno (dinamicki) nespregnut sistem
(matrica masa dijagonaina)

+ Staticki (elasti€no) spregnut sistem
(matrica krutosti nije dijagonalna)
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Modeliranje - napomene

= Grede i stubovi
= Linijski konacni elementi

174

= Kod monolithe veze greda sa plocom, pri cemu greda moze biti T
(ploCa sa obe strane) iliT (ploCa sa jedne strane) popreCnog preseka,

treba voditi raCuna o efektivnoj sirini preseka

= Cvorovi

Sa krutim ¢vornim zonama
(b) Y gredama i stubovima
(precenjana ukupna krutost

(a) Bez krutih &vornih zona

Komentari:

» Uobi¢ajeno je da se kod elemenata
manjih dimenzija i manje krutosti, a
to su obi¢no grede, deo unutar
cvorne zone smatra beskonacno
krutim, a kruci elementi (obi¢no
stubovi) se modeliraju od ¢vora do
¢vora sa realnim karakteristikama

* Ako postoje krute zone na krajevima
elementa onda se uticaji na kraju
elastiCnog dela koriste dalje u
proracunu

» Ako na krajevima elementa nema
krutih zona (stubovi) onda se za
dalje analize mogu koristiti ili uticaiji
na kraju sistemne duzine
(konzervativno) ili uticajina donjemi
gornjem licu greda na spoju sa
stubom (realnija procena)
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Modeliranje - napomene
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Komentari:

« Generalno, linijski model sa prihvatljivom tacnoscu moze se
primeniti za zidove koji rade dominantno na savijanje i sa
odnosom visine i duzine h/L = 4

» Kod slozenih preseka zidova, kao npr. L, T, Uisl., nije
preporucljivo koristiti linijske konacne elemente
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Modeliranje - napomene

= Ploce

Slabs with compact shape (— Rigid floor diaphragm assumption)

O

(@) wall column wall Slabs with non-negligible in-plane deformation
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Modeliranje - napomene

= Temelji

_Column's centroidal axis

Column elements |

. : Rigid offsets
Ko
z : /
Ka
A ‘ Support node at the geometric centre of the
4 footing-soil contact surface. One vertical and two
¥ rotational springs with regard to the two horizontal
L~ | iaxesisimulsteiihesoil & flexbility. Continuous translational (K.,) and Foundation beam axis simplistically
torsional (K,,) elastic support placed at the column-end-node level
mat foundation discretized in 2-
o dimensional plate elements Ko men -I-O r:

Winklerov model
(najjednostavniji i najcesci u
svakodnevnoj praksi) za
obuhvatanje interakcije
konstrukcije i tla

l//l/ ”

Modul reakcije tla
Tlo

k, (kN/m®)
Rastresiti pijesak 4 800 — 16 000
< 575 Srednje zbijeni pijesak 9 600 — 80 000
) o Sy, Zbijeni pijesak 64 000 — 128 000
KeConro of fehting-ol r "2 Zaglinjeni srednje zbijeni pijesak 32 000 — 80 000
- - Footing's rigid offsets 2 Muljeviti srednje zbijeni pijesak 24 000 — 48 000
Lo —— Equivalent columns Ky Zaglinjeno tlo:
spring — Core's rigid offsets : ¢a< 200 kPa 12 000 — 24 000
spring constant: R, B 200 kPa < g, < 800 kPa 24 000 - 48 000
K, =kxA, L ga> 800 kPa > 48 000




Modeliranje - napomene

= Zidovi ispune

= Ako znatno doprinose bocnoj krutosti i nosivosti treba da se ukljuce u
model, tj. u fom sluCaju zidanu ispunu je potrebno obuhvatiti u 3D
modelu pri znacajnoj neregularnosti u osnovi ili kod proracuna stubova
na smicanje usled lokalnih efekata zidova ispune (EN 1998-1)

= Posebno mogu da imaju efekte kod ramovskih konstrukcija
= Prvi pristup

= Modeliranje pritisnutom dijagonalom koja se oslanja na stub pri dnu i pri vrhu
zidane ispune

= Kod linearnih analiza moze biti problem utvrditi koja je dijagonala pritisnuta jer se
samo one ukljuCuju u analizu
= Drugi pristup
= Modeliranje zidane ispune primenom MKE sa povrsinskim konacnim elementima

= S obzirom na to da se degradacija ispune vrlo brzo desava pri dejstvu
zemljotresa modul elastiCnosti zida treba redukovati faktorom 0.5 ili manjim

= Ako uobicCajeni zid ima vise od jednog otvora (vrata i prozor) ili ako se
odvoji od konstrukcije i poveze tako da ne ometa pomeranje same
konstrukcije moze se iskljuCiti iz analize




Modeliranje - napomene

= Krutost na savijanje i smicanje

= Kod AB konstrukcija vec pri relativno malom nivou opterecenja realni odnos sila-pomeranije nije linearan.
Pitanje je koju KRUTOST usvojiti za linearnu analizu. Gornja granica je krutost homogenih (zanemarene
prsline) preseka za AB, spegnute i zidane konstrukcije. Donja granica bi kod AB konstrukcija bila sekantna
krutost koja odgovara trenutku pocetka tecenja armature. KRUTOST bitno utice na seizmicki odgovor
sistema

= Manja krutost znaci duzi period vibracija i vece pomeranje, dok seizmicko dejstvo (ubrzanje, 1j. seizmicko
opterecenje) zavisi od perioda i od oblika spekira odgovora. Sa izuzetkom konstrukcija Ciji je osnovni
period vrlo kratak, seizmicko opterecenje se obicno smanjuje sa smanjenjem krutosti, ili se ne menja (ovo
odgovara horizontalnom platou spekira ubrzanja u EN 1998-1)

= Tokom jakog zemljotresa oCekuje se neelastiCno ponasanje sistema i znajuci da su fada pomeranja i
deformacije klju€ne za procenu seizmickih performansi, preporuka data u EN 1998-1 je da treba uzeti u
obzir uticaj prislina na krutost poprecnih preseka i da donja granica krutosti odgovara trenutku pocetka
teCenja armature, odnosno potreban je iterativni postupak (analiza ... korekcija krutosti ... opet analiza ...
korekcija krutosti ... dok se rezultati ustale)...

= ... da bi se izbegao nepraktican iterativni postupak u EN 1998-1 data je vrlo jednostavna preporuka da se
v linearnoj analizi betonskih i zidanih konstrukcija za fleksionu i smucucu krutost poprecnih preseka svih
konstrukcijskih elemenata mogu usvojiti vrednosti koje su jednake 1/2 krutosti homogenih (neisprskalih)
poprecnih preseka za DCM i za DCH konstrukcije

= Aksijalna krutost

= Usvaja se za bruto presek

= Torziona krutost

= 10% od torzione krutosti bruto poprecnog preseka ili se Cak i zanemaruje
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Modeliranje - napomene

= Krutost
= Uniformna redukcija krutosti nije realna ali je pogodna za proracun
= Aksijalne sile pritiska imaju za posledicu manji stepen pojave prslina pri
ciklicnom opterecenju
= ACI318, 2019

= Krutost na savijanje:
= Stubovi: I,; = 0,71,
= Zidovi bez prslina: I,r = 0,71,
= Zidovisa prslinama: I, = 0,351,
= Grede: I,y = 0,35l
= Ravne ploce: I, = 0,25l
= Aksijalna krutost: A = 1,04,
= Smicuca krutost: b, h

= ASCE 41, 2013 (u zavisnosti od nivoa aksijalnog naprezanjq)

Los lor P Napomena:
E =07 ZaAgfc = 0,5 E =03 zaAng =01 izmedu0,5i0,1 - linearna interpolaciia
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EN 1998-1

® (]
M o d e I I r q nj e Tabela 6.2: Korisna optereéenja na podovima, balkonima i stepeni§tima zgrada

Q
Kategorije optereéenih povrsina 9 2 ,
[kN/m?] [kN]
Katego.rija A
- podovi - 1,5do 2,0 20do3,0
- slepen_lsta 20do4,0 20do4,0
- balkoni 25do4,0 2,0do 3,0
Kategorija B 2,0do3,0 1,5do 45
[ ] (X ] (] (]
= Masa (inercijalni efekti) Katsgorin N B
- 0do 3.0 ,0do 4,0
-C2 3.0do 4.0 2,50 do 7,0 (4,0)
-C3 30do50 40do7,0
-C4 4,5do 5,0 35do7,0
-C5 50do 7,5 35do 45
1 1 ™
. + . % Q . Kategorija D
E Gk,l llUE,l k,i -D1 4,0do50 3,5d0 7,0 (4.0)
-D2 4,0 do 5,0 3,5do 7,0

Tadena Al.1 — BpeaHocTn Y KoedpuumnjeHata 3a 3srpaje

gde je ¥g; koeficiient kombinacije promenljivog Tejerso Wo v e

dejstva koji uzima u obzir da opterecenja Q;
nisu prisutna u punom iznosu Na celoj konstrukciji Kareropiia A: HpoCTopH 3a CTAHOBAE I 60paBaK ]
tokom zemljotresa 07 0 03

Kateropia B: moctoBHH TpocTOPH
P o P 0,7 0,5 0,3

0.7 0,7 0,6
0.7 0.7 0,6
1.0 0.9 0,8

0.7 0,7 0,6
Kareropmja G: caoopahajue nospmrmHe, 30 kKN < TexmHa Bosma < 160 kKN 0.7 0.5 03

Koprncna omtepeliersa v 3rpazaMa, mpeMa kateropju (puaetn EN 1991-1-1)

Kareropmja C: mpocTopH 3a OKyIUbambe JbYAH
Kareropuja D: TproBauku npocTopi

s = o : Kareropuja E: CKIaIHIIHH IPOCTOPH
llUE,l @ l‘UZ,l

Kareropuja F: cao6pahajre moBpmmHe, TexiHa Bo3maa < 30 kN

Kareropija H: kpoBoBH
Tabela 4.2: Vrednosti parametra ¢ u proraéunu ¥g

Omnrepeliema o1 cHera Ha 3rpaje (Bujaetd EN 1991-1-3)

Vrsta promenljivog dejstva Sprat ¢ . .
— — 3a JOoKaIlHje¢ Ha HaJMOpcKoj BHCHHH H > 1 000 m 3a _
Kategorije A-C Krov . L . 1,0 TOKalHj€ Ha HaaMopckoj BECHER A < 1 000 m 0.70 0.50 0,20
Spratovi sa sadrzajima u kaorelaciji 0,8 0.50 0.20 0
- Spratovi sa nezavisnim sadrzajem 0,5
Kategorije D-F* i Arhive 1,0 Omntepeliesa o BeTpa Ha 3rpaze (BHAeTH EN 1991-1-4) 0.6 0.2 0

Temmepatypa (0cHM 01 Mokapa) v srpagama (sumet EN 1991-1-5) 0.6 0.5 0
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Modeliranje - napomene

= Efekat faznog (sekvencijalnog) gradenja

= Uobicajeno u praksi je da se pri raCunskim analizama podrazumeva
da konstrukcija AB zgrade nije izlozena opterecenju dok nije u
potpunosti izgradena. Ovo nije prinvatljivo za sopstvenu tezinu
konstrukcije koja se postepeno dodaje dok se konstrukcija gradi

= Na slici je prikazana razlika izmedu momenata savijanja u gredi
jednog AB rama na 12 spratu usled stalnog opterecenja

h_ A

THEE T

A

- ¢ 4
L
1

w

-103.8847

-85.4431

oo 1
o
(o2}

I8

«©
<
()]

A

i g

Bez efekata
faznog gradenja

Sa efektima
faznog gradenja

182



	Slide 1: DINAMIKA KONSTRUKCIJA
	Slide 2: Literatura
	Slide 3: Dinamički modeli
	Slide 4: Dinamički modeli
	Slide 5: Dinamički modeli
	Slide 6: Sistemi sa jednim stepenom slobode kretanja SDOF (Single-Degree-Of-Freedom)
	Slide 7: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 8: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 9: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 10: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 11: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 12: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 13: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 14: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 15: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 16: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 17: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 18: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 19: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 20: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 21: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 22: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 23: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 24: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 25: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 26: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 27: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 28: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 29: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 30: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 31: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 32: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 33: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 34: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 35: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 36: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 37: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 38: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 39: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 40: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 41: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 42: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 43: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 44: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 45: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 46: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 47: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 48: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 49: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 50: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 51: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 52: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 53: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 54: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 55: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 56: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 57: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 58: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 59: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 60: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 61: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 62: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 63: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 64: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 65: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 66: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 67: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 68: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 69: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 70: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 71: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 72: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 73: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 74: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 75: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 76: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 77: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 78: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 79: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 80: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 81: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 82: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 83: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 84: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 85: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 86: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 87: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 88: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 89: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 90: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 91: Sistemi sa jednim stepenom slobode
	Slide 92: Sistemi sa više stepeni slobode kretanja (Multi-Degrees-Of-Freedom; MDOF)
	Slide 93: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 94: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 95: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 96: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 97: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 98: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 99: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 100: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 101: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 102: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 103: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 104: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 105: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 106: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 107: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 108: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 109: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 110: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 111: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 112: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 113: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 114: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 115: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 116: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 117: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 118: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 119: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 120: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 121: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 122: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 123: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 124: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 125: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 126: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 127: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 128: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 129: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 130: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 131: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 132: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 133: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 134: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 135: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 136: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 137: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 138: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 139: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 140: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 141: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 142: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 143: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 144: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 145: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 146: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 147: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 148: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 149: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 150: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 151: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 152: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 153: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 154: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 155: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 156: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 157: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 158: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 159: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 160: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 161: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 162: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 163: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 164: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 165: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 166: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 167: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 168: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 169: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 170: Sistemi sa više stepeni slobode
	Slide 171: Dinamička analiza
	Slide 172: Modeliranje – napomene
	Slide 173: Modeliranje – napomene
	Slide 174: Modeliranje – napomene
	Slide 175: Modeliranje – napomene
	Slide 176: Modeliranje – napomene
	Slide 177: Modeliranje – napomene
	Slide 178: Modeliranje – napomene
	Slide 179: Modeliranje – napomene
	Slide 180: Modeliranje – napomene
	Slide 181: Modeliranje napomene
	Slide 182: Modeliranje – napomene

